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Het liquiditeitsprobleem kan omschreven worden als de bepaling van de
optimale verdeling in de tijd van de beschikbare liquiditeiten over de
ter beschikking staande mogelijkheden, gegeven de in- en uitgaande geld-
stromen, de kostenparameters en de randvoorwaarden. Onder liquiditeiten
verstaan we in dit verband de kredietverkrijgingsmogelijkheden, de te-
goeden bij bank- en girodiensten, aanwezige contanten en belegde míd-
delen voor zover deze zonder veel kosten op korte termijn verkocht kun-
nen worden. De kostenparameters worden bepaald door de opbrengsten van
de belegde middelen en de tegoeden bij bank- en girodiensten, de kosten
van het verkregen krediet en zowel de vaste als de variabele kosten ver-
bonden aan transacties tussen de liquide activa.
Aan de modelmatige benadering van het zojuist geformuleerde líquidi-
teitsprobleem í s uitgebreid aandacht geschonken ín zowel de financiële
als in de besliskundige literatuur. Hierbíj is een grote verscheidenheid
in veronderstellingen met betrekking tot de relevante grootheden gehan-
teerd, waardoor er een brede scala van modellen voor de beslisser be-
schikbaar gekomen is.
De keuze van de door de beslisser te hanteren modelformulering, gegeven
een concrete probleemstelling, wordt zowel bepaald door de factoren die
ín de probleemstellíng het meest relevant zijn, als door de oplossings-
mogelijkheden welke voor een bepaald type modelformulering beschíkbaar
zijn. In dit verband is de door Kistner (1975) gehanteerde indeling in
strategische en tactische modellen relevant.
Bij de tactische modellen voor het liquiditeitsprobleem staat het zoveel
mogelijk rekening houden met de beschikbare alternatieven om middelen in
de tijd te bestemmen en aan te trekken centraal. Bij de strategische
modellen ligt het accent meer op het verkríjgen van algemene richtlij-
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nen, waardoor de voor de afwikkeling van de betalingsverplichtingen be-
nodigde financiële middelen tegen zo laag mogelijke kosten beschikbaar
zijn.
Het verschil in uitgangspunten bij de formuleríng heeft tot gevolg dat
er enkele verschillen tussen de modellen aan [e geven zijn, welke van
belang zijn bij de modelkeuze in een specifieke situatie.
Kenmerkend voor de tactische modellen is, dat bij de berekening de be--r--
gintoestand expliciet in de beschouwing betrokken wordt. Uít de bereke-
ningen volgt dan welke transacties, gegeven de begintoestand, ondernomen
moeten worden om het gestelde doel te bereiken.
Kenmerkend voor de strategische modellen is, dat bij de formulering alle
mogelijke toestanden die op een bepaald tijdstíp kunnen optreden, in de
beschouwing worden betrokken. Uit het model volgt dan bij welke toestan-
den er wel en bij welke toestanden er niet tot een transactie moet wor-
den overgegaan.
Genoemde verschillen tussen beide categorieën modellen kunnen schema-
tisch worden weergegeven zoals in tabel 1.1 voor de probleemstelling,
het resultaat en het voordeel.




VOORDEEL: Gebaseerd op veel Eenvoudig toepasbaar
informatie
MODELFORMULERING: Líneaíre optimalise- Dynamische optimalise-
ring ring
DOELSTELLING: Opbrengst maximalisatie Kostenminimalisatie
Tabel 1.1 Kenmerkende verschillen tussen tactische en strategische mo-
dellen voor het liquíditeitsprobleem
Zoals uit deze tabel blijkt zijn ook zowel de modelformulering als de
doelstellingsfunctie bij beide categorieën modellen vaak verschillend.
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De tactische modellen voor het liquiditeitsprobleem worden evenals de
overeenkomstige modellen voor de financierings- en investeringsplanning
vaak geformuleerd als een lineair optimaliseringsprobleem. De strategi-
sche modellen ter bepaling van de aan te houden kasvoorraden formuleert
men daarentegen meestal als een dynamisch optimaliaeringsprobleem.
In deze studie zal de meeste aandacht geschonken worden aan de s tegi-
sche modellen voor het liquiditeitsprobleem. Dit gebeurt door:
1. het weergeven en evalueren van de belangrijkste resultaten ui[ de
literatuur;
2. te onderzoeken ín hoeverre de in de besliskundige literatuur bekende
modellen voor overeenkomstige problemen bruikbaar zijn voor het oplossen
van het strategische liquiditeitsprobleem;
3. het construeren van een eenvoudig toepasbare beslissingsregel.
Alvorens we ons tot het strategische liquiditeitsprobleem beperken, zul-
len we in paragraaf 1.2 een beknopt overzicht geven van de belangrijkste
tactische en strategische modellen welke ter ondersteuning van de be-
leidsbepaling bij de liquiditeitsplanning beschikbaar zijn en in para-
graaf 1.3 de toepasbaarheid van deze modellen bespreken. Bij het over-
zicht zal het accent liggen op de wijze waarop de relevante grootheden
in het algemeen gemodelleerd worden en de daarbij behorende oplossings-
me[hoden. Vervolgens wordt in paragraaf 1.4 de wijze van behandeling van
het strategische liquiditeitsprobleem gespecificeerd.
1.2 Modelmatige benaderinAen
De meest kenmerkende factoren waardoor de verschillende modelformulerin-
gen bepaald worden zijn de voorspelbaarheid en de structuur van de kas-
stromen. Dat deze per ondernemíng sterk verschillen blijkt bijvoorbeeld
uit het onderzoek van Fisher (1973) en uit het onderzoek van Matzer en
Soenen (1984).
Voor het voorspellen van toekomstíge kasstromen worden in de literatuur
zowel causale als formele methoden besproken. Mitchell (1967) vergelijkt
een aantal causale methoden terwijl het voorspellen met behulp van Eor-
mele methoden zoals tijdreeksanalysea en (dummy variabele) cegcessie-
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technieken besproken wordt door Scott (1983).
Een probleem, dat bij het maken van voorspellingen duidelijk aanwezig
is, is in hoeverre de kosten die verbonden zijn met het verzamelen van
de noodzakelijke informatie opwegen tegen de voordelen die verkregen
worden door de resultaten bij de beslissing te betrekken. Een goede the-
oretísche beschouwing hierover ís te vinden in Orr (1970).
Veronderstelt men bij de modellering van het liquiditeitsprobleem dat
alle relevante grootheden deterministísch zijn, dan ontstaat reeds een
complex model doordat een groot aantal variabelen en hun onderlinge re-
laties in de formulering betrokken moeten worden. Het dilemma, waarmee
men reeds bij een deterministisch probleem geconfronteerd wordt, is dan
ook: af het formuleren van een complex model dat uít theoretísch oogpunt
een vrij algemene toepasbaarheid heeft, maar dat als te complex ervaren
kan worden voor praktische toepassíng af het formuleren van een model
dat eenvoudig toepasbaar is, maar dat door de meer beperkende veronder-
stellingen minder gebruík maakt van de beschikbare mogelijkheden en~of
informatie.
Veronderstelt men dat de kasstromen en~of de opbrengsten stochastische
grootheden zíjn, dan is een oplosbaar algemeen model niet meer mogelijk
omdat de complexiteit van het model te groot wordt om tot een hanteerba-
re formulering te komen.
In de modellen die ontwikkeld zijn ter ondersteuning van de beleidsbepa-
ling bij de líquiditeitsplanníng worden dan ook om de hanteerbaarheid te
vergroten de volgende grootheden verwaarloosd of beperkt:
- De dynamische structuur van het probleem.
- De onzekerheid m.b.t. de opbrengsten en~of de kasstromen.
- Het aantal beleggings- en~of financieringsalternatieven.
- Het aantal tijdsperioden dat in de beschouwing betrokken wordt.
Welke factoren verwaarloosd of beperkt kunnen worden is ter bepaling van
de beslisser. Hij alleen kan beoordelen welk model de beste mogelijkhe-
den geeft om de aan hem ter beschikking staande informatie te bewerken
en welke detaillering voor hem niet relevant is.
Bij de bespreking van de beschikbare modellen zullen we ons tot de meer
bekende beperken en in principe een onderscheid maken tussen problemen
met een deterministische en problemen met een stochastische kasstroom.
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We hanteren bij de bespreking de volgende indeling:
- Het deterministische kasbeheersprobleem.
- Het stochastische kasbeheersprobleem.
- Het determinis[ische planningsprobleem.
- Het stochastische planningsprobleem.
- De optimale beleggingsportefeuille.
Rij de kasbeheersmodellen staat de optimale verdeling over kas en overi-
ge liquidi[ei[en centraal en worden de opbrengsten als deterministische
grootheden beschouwd. Bij zowel de plannings- als de portefeuille-model-
len wordt ook de samenstelling van de liquíditeit.en in de beschouwing
betrokken. Het verschil tussen de genoemde modellen is dat bij de plan-
ningsmodellen de opbrengsten van de alternatieven deterministische
grootheden zijn, terwijl deze bij de portefeuille-modellen als stochas-
ten beschouwd worden. De portefeuille-modellen zijn met name ontwikkeld
ter ondersteuning van de korte-termijn-financieringsproblematiek .bij
financiële instellingen zoals banken, pensioenfondsen en verzekerings-
maatschappijen. Voor deze modellen is het onderscheid tussen een deter-
ministische en een stochastische kasstroom minder relevant.
Het deterministische kasbeheersprobleem
Bij de bespreking van de modellen díe beschikbaar zijn voor het oplossen
van het determinístische kasbeheersprobleem ís een ondeischeid tussen de
modellen, waarbij een ~oA~tante en een niet-constan[e kasstroom veron-
dersteld wordt, relevant.
Uitgaande van een cnnstante kasstroom is door(Baumol (1952) de uit de
~~--voorraadtheorie bekende formule ter bepaling van de optimale bestelom-
vang op het kasbeheersprobleem toegepast. Kenmerkend voor deze benade-
ring, waaraan vanuit een bredere invalshoek ook aandacht is geschonken
door o.a. Tobin (1956) en Whalen (1968), ís dat niet het beslissingspro-
ces zelf, doch de uítkomst-van dit proces centraal staat. Dit komtTdoor-
dat deze modellen op de eerste plaate werden ontwikkeld om een uitspraak
te kunnen doen over de waarden van de vraag- en interestelasticiteiten.
Ofschoon deze modellen niet op de eerate plaats ontworpen zijn om het
beslissingsproces te sturen, wordt in de bedrijfseconomische literatuur
aan deze modellen toch veel aandacht besteed. Dit omdat genoemde model-
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len het Liquiditeítsprobleem vaak op een eenvoudiqe wijze verduídelijken
en ook omdat zij in bepaalde situaties goed bruikbaar zljn om het be-
slissingsproces te sturen.
Aan de oplossing van het deterministische kasbeheersprobleem met een
niet-constante kasstroom wordt in de financiële literatuur nauwelijks
aandacht geschonken. Dit is opmerkelijk omdat er in de besliskundige
li[eratuur ook voor dit probleem effectieve oplossingsmethoden ontwik-
keld zijn. Deze effectieve oplossingsmethoden, welke tot doel hebben de
optimale oplossing te bepalen met een minímum aan rekenwerk en informa-
tiebehoefte omtrent de toekomstige kasstromen en kostenparameters, be-
staan uit een efficiënt voorwaarts algorítme en een effectieve stopre-
gel.
Zowel de efficiënte voorwaartse algoritmen als de effectieve stopregels
zijn afkomstig uit de produktievoorraadtheorie. Goede voorbeelden van
efficíënte voorwaartse algoritmen en effectieve stopregels vour het pro-
duktievoorraadprobleem zijn te vinden in Wagner (1975). I;en ~iitRebreid
overzicht van de uit de literatuur bekende effectieve oplossingsmettioden
voor het produktievoorraadprobleem, welke in een aantal gevallen ook
gebruikt kunnen worden voor het deterministische kasbeheersprobleem,
wordt gegeven door Morton (1981) en een overzicht van de voor het deter-
ministische kasbeheersprobleem beschikbare effectieve oplossingsmethoden
door Slangen (1984).
He[ stochastísche kaybeheersurobleem
Bij het stochas[ische kasbeheersprobleem met per periode onafhankelijk
verdeelde kasstromen, staan dríe beslissingsmoKelíjkheden centraal:
a) vermeerdering van het kassaldo door het verkopen van kurte-termijn-
beleggingen
b) vermindering van het kassaldo door het kopen van korte-termijn-beleg-
gingen
c) handhavíng van he[ kassaldo.
Bíj een optimale beslissing wordt alleen dan een transac[ie uitgevoerd
als de transactiekosten kleiner zijn dan de reductie ín verwachte kosten
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ten gevolge van de transactie. De waarden van het kassaldo waarbij de
kosten van een transactíe juist gelijk zijn aan de mogelijke reductie in
de verwachte kosten worden vaak de controlegrenzen genoemd. Bevindt het
kassaldo zich op het beslissingsmoment binnen deze grenzen, dan is het
optimaal het kassaldo te handhaven. Is het kassaldo op het beslissings-
moment buiten deze grenzen, dan is het optimaal het saldo door middel
van een transactie te vermeerderen als het kleiner is dan de waarde van
de onderste controlegrens en het saldo door middel van een transactie te
verminderen als het groter is dan de waarde van de bovenste controle-
grens. De niveaus tot waar het kassaldo door een transactie vermeerderd
of verminderd wordt, noemt men vaak respectievelijk het onderste en het
bovenste terugkeerpunt.
Aan het stochastische kasbeheersprobleem wordt in de literatuur aandacht
geschonken zowel door de bepaling van de voorwaarden waaronder een opti-
maal beleid gekarakteriseerd kan worden door controlegrenzen die onaf-
hankelijk zijn van de waarde van het kassaldo op het beslissingsmoment,
als door het beschrijven van methoden voor de bepaling van de optimale
waarden van de controlegrenzen.
Aan het eerstgenoemde probleem zijn de belangrijkste bijdragen geleverd
door Gírgis (1968), Eppen en Fama (1969), Neave (1970) en Constantinides
en Richard (1978).
De bekendste bijdragen aan het tweede genoemde vraagstuk zijn gebaseerd
op de uitgangspunten dat de kasstromen per tijdseenheid ídentiek en on-
afhankelijk normaal verdeeld zijn met een verwachtingswaarde gelijk aan
nul en dat de controle continu plaatsvindt. Miller en Orr (1966) formu-
leerden, uitgaande van alleen vaste transactiekosten en een door de be-
slisser vooraf gespecíficeerde ondergrens, een analytische uitdrukking
voor zowel de bovenste controlegrens als voor het optimale kassaldo na
een eventuele transactie. Constantinides (1976) formuleerde, onder be-
paalde voorwaarden aan de probleemparameters, een analytische uitdruk-




Voor het oplossen van het deterministische planningsprobleem is lineaire
optimalisering wel de meest in de literatuur gebruikte en met toepassin-
gen uit de praktijk geillustreerde methode. De belangrijkste verschillen
in de voorgestelde methoden hebben betrekkíng op de wijze van formuleren
van de alternatieven, hun kenmerken en de randvoorwaarden.
De eerste algemeen bekende toepassing van lineaire programmering op het
korte-termijn financieringsprobleem is beschreven door Robicheck, Tei-
chroew en Jones (1965). Zij formuleerden een fínancieringsmodel voor een
onderneming met een typisch seizoenpatroon. Een herformulering van dit
model door gebruik te maken van cumulatieve variabelen, een toepassing
hiervan en de daarbij behorende implementatie werd gegeven duor Mao
(1968).
Staat ín de beide genoemde formuleringen de financierinK in en};e zin
centraal, Orgler (1969) formuleerde een model waarin bovendien de beleK-
gingsmogelijkheden en de minimaal aan te houden kasvoorraad zijn opgeno-
men. Ook maakte hij gebruik van een ongelijke periodenstructuur, waar-
door de omvang van het model gereduceerd wordt en de benodigde informa-
tie beter aansluit bij de vaak reeds bekende informatie. Sp~th, Gutge-
sell en Grun (1972) hebben het probleem geformuleerd als een gemengd
geheeltallig programmeringsprobleem.
Zowel Srínivasan (1974) als Golden, Liberatore en Lieberman (1979) for-
muleren het probleem zodanig dat een netwerkstructuur verkregen wordt,
waarduor zij gebruik kunnen maken van efficiénte oplossingsmetlioden. Is
het voordeel van de gebruikte formulering boven die van de al};emene li-
neaire programmeringeformulering dat de benodigde hoeveelheid rekenwerk
minder ís, he[geen voordelen heeft voor een gevoeligheidsanalyse, het
nadeel is een geringere flexibiliteit bij het opnemen van institutionele
en door de beslisser gestelde randvoorwaarden.
Aan het formuleren van de doelstellingsfunctie wordt uitgebreid aandacht
geschonken ín de literatuur. Meestal wordt als doelstellingsfunctie ge-
hanteerd de opbrenget van de liquide middelen gedurende het plantijdvak.
Het verschil ln de formulering ligt in de wijze waarop de middelen, die
gedurende de període en met name juist voor het einde van het plan[ijd-
vak beschikbaar komen, gewaardeerd worden. Glaser (1982) geeft een over-
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zicht van de gebruikte doelstellingsfuncties met de daarbij behorende
problematiek en toont aan dat verschil in formulering tot duidelijk ver-
schillende beslissingen leidt.
Het stochastische planningsprobleem
Voor het oplossen van het stochas[ische planningsprobleem zijn lineaire
programmering met stochastísche randvoorwaarden en linesire programme-
ring onder onzekerheid wel de ln de literatuur meest besproken en met
voorbeelden geïllustreerde technieken. Aan de formulering van het korte-
termij~rfinancieringsprobleem als een lineair programmeringsprobleem met
stochastische randvoorwaarden wordt onder anderen aandacht geschonken
door Pogue en Bussard (1972) en door porhout, Kriens en Van Lieshout
(1977). Het voordeel van de genoemde methode is dat zowel de omvang als
de structuur van het model gelijk is aan die van een equivalent determi-
nistisch probleem, terwijl toch, onder bepaalde veronderstellingen [en
aanzien van de kasstromen, rekening gehouden kan worden met het stochas-
tische karakter van de variabelen. Het bezwaar dat men tegen de genoemde
methode kan aanvoeren, is dat er slechts op een indirecte wijze rekening
gehouden wordt met de mogelijkheid dat de randvoorwaárden overschreden
worden, waardoor er geen verschil gemaakt wordt in de mate waarmee deze
overschreden worden. Dit bezwaar is minder relevant als het beperkt hou-
den van de overschrijdingen als een belangrijke gebruiksdoelstelling van
het model gezien wordt.
Bij de als tweede genoemde methode, namelijk lineaire programmering on-
der onzekerheid, waarvan voorbeelden te vinden zijn in Buhler en Gehring
(1978) en in Kalberg, White en Ziemba (1982), wordt het eerdergenoemde
bezwaar ondervangen door expliciet rekening te houden met de consequen-
ties van het overschrijden van de randvoorwaarden. Bij deze methoden
worden beslissingen genomen die gecorrigeerd kunnen worden als de reali-
saties bekend zijn. In de doelstellingsfunctie worden de verwachte kos-
ten van beide beslissingen geminimaliseerd.
Hoewel er reeds veel eerder gewezen is op de toepassingsmogelijkheíd van
lineaire programmering onder onzekerheid op financiële planningsproble-
men [bijv. Thore (1968)J, is deze methode recentelijk meer in de belang-
stelling gekomen doordat er algoritmen ontwikkeld zijn waardoor de beno-
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digde hoeveelheid rekenwerk niet veel méér is dan die vour een equiva-
lent deterministisch probleem. Een verwijzing naar genoemde algoritmen
is te vinden bij Kalberg, White en Ziemba (1982).
Buhler en Gehring (1978) hebben de toepassingsmogelijkheden van lineaire
programmering onder onzekerheid verruimd door beperkingen op te leggen
aan de benodigde informatie omtrent de toekomstige kasstromen. In plaats
van een exacte specificatie van de waarschijnlijkheidsverdeling behoeft
de beslisser slechts een kwalitatieve uitspraak [e doen als: Het is niet
minder waarschijnlijk dat de realisatie van de kasstroom in een bepaalde
periode in het interval I1 ligt dan in het interval I2.
De besproken methoden vereisen het gebruik van een computer voor het
bepalen van de optimale eerste periode beslissing. Een methode voor de
bepaling van het aan te houden kassaldo en de looptijdstructuur van de
beleggingen, waarmee weinig rekenMwerk verbonden is, wordt gegeven door
Mao en Sarndal (1978). Gebruikmakend van een beslissingsboom geven zij
een eenvoudig gestructureerde oplossingsmethode voor het planningspro-
bleem onder risico.
De optimale beleAgingsportefeuille
Aan het modelleren van liquiditeitsproblemen, waarbij ook het stochasti-
sche karakter van de opbrengsten in de beschouwíng betrokken wordt, is
in de literatuur onder meer aandacht geschonken door het combineren van
de op het (v,o)-críterium gebaseerde portefeuille-selectiemethoden met
transactiekosten. Chen (1977) geeft hiervan een aantal resultaten en
formuleert, hiervan gebruikmakend, een lineair programmeringsmodel voor
het oplossen van het portefeuille-selectieprobleem met transactiekosten
en een stochastische kasstroom. Een algoritme voor het oplossen van een
overeenkomstig probleem in een twee-perioden context wordt gegeven duor
Kalberg en Ziemba (1981).
Aan de beide genoemde artikelen ligt een vrij algemene specificatíe van
het probleem ten grondslag. Een meer directe bijdrage wordt gegeven door
Bradley en Crane (1972). Zij hebben een model ontwikkeld ter ondersteu-
ning van het liquiditeitsprobleem bij een bank en geven hiervan een uit-
gewerkt voorbeeld in Bradley, Hax en Magnanti (1977). Hoewel het door
hen geformuleerde model in príncipe ook direct toepasbaar is op liet li-
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quiditeitsprobleem bij ondernemingen, wordt de praktische toepasbaarheid
al snel beperkt indíen een groot aantal beleggings- en financieringsmo-
gelijkheden en meer dan twee perioden in de beschouwing betrokken wor-
den. Daarom vermelden we tot slot van dit overzicht nog dat ook in het
reeds bij het stochastische planningsprobleem genoemde artikel van Kal-
berg, White en Ziemba (1982) gewezen wordt op algoritmen die beschikbaar
zijn voor he[ oplossen van liquiditeitsproblemen indien de opbrengsten
stochasten zíjn.
1.3 De toepasbaarheid van de modellen
De toepasbaarheid van de besproken modellen ter ondersteuning van het
korte-termijn-liquiditeitsbeleid wordt in belangrijke mate bepaald door:
- De mate waarin door de modelveronderstellingen een goede beschrijving
gegeven wordt van de werkelijke problematiek;
- De complexiteit van het model en de oplosaingsmethode.
Een adequate afweging tussen de beide factoren kan alleen maar in een
concrete situatie worden gemaakt. Wel is er in de literatuur een aantal
indicatoren te vinden die het mogelijk maken om iets over de toepasbaar-
heid te zeggen. We denken in dit verband aan:
a) onderzoeken waarin nagegaan is in hoeverre aan de modelveronderstel-
lingen in een concrete situatie is voldaan;
b} artikelen waarin verschillende modelformuleringen met elkaar worden
vergeleken;
c) evaluaties van toepassingen ín de praktijk.
ad a) Voor de toepassing van het do ~Miller eOrr'(1966) geformuleerde
model en de varianten hierop zijn de kasstromen van een aantal onderne-
mingen onderzocht. Met name is onderzocht in hoeverre de kasstromen per
periode identiek en~of onafhankelijk en~of normaal verdeeld zijn. Uit de
resultaten van Miller en Orr (1967), Homonoff en Mullíns (1975), Gos-
lings (1977) en Scott (1983) blijkt dat aan een of ineerdere van de ge-
noemde veronderstellingen in voldoende mate is voldaan om de veronder-
stelling dat de kasstromen per periode identiek en onafhankelijk normaal
verdeeld zijn te rechtvaardigen.
12
ad b) Het onderling vergelijken van verschillende modelformuleringen is
zowel gebeurd voor gelijksoortige modellen als voor ongelijksoortige
modellen. Het vergelijken van gelijksoortige modellen ís het meest toe-
gepast bij planningsmodellen. Srinivasan (1974) vergelijkt zijn resulta-
ten met die van Orgler (1969). Kalberg, White en Ziemba (1982) gebruíken
in principe hetzelfde voorbeeld als Pogue en Bussard (1972) dat weer
gebaseerd is op het voorbeeld van Robicheck, Teichroew en Jones (1965).
Biihler en Gehring (1978) passen hun model toe op dezelfde onderneming
als gedaan werd door Spëth, Gutgesell en Griin (1972). De door Homonoff
en Mullins (1975) gemaakte vergelijking, met cijfers uit de praktijk,
tussen het model van Miller en Orr (1966) en de door hen ontwikkelde
varianten daarop, ís een voorbeeld van het vergelijken van overeenkom-
stige liquiditeitsmodellen.
Voorbeelden van vergelijkingen tussen ongelijksoortige modellen zijn te
vinden bij Maldonado en Ritter (1971), Daellenbach (1974) en Scott
(1983). Eerstgenoemden vergelijken het model van Baumol en varianten
daarop met dat van Miller en Orr. Daellenbach (1974) vergelijkt een heu-
ristische beslissingsregel met het model van Eppen en Fama en het model
van Miller en Orr en Scott (1983) vergelijkt twee verschillende contro-
lemodellen met een planningsmodel.
ad c) Door Orr (1970) worden twee succesvolle praktijktoepassingen me[
implementatie uitvoerig beschreven. Ook van planningsmodellen zijn
soortgelijké resultaten bekend, echter niet in de literatuur. Indícatief
in dit verband is wel dat het gebruikersvriendelijke planníngsmodel van
Maier en Van der Weide (1978) deel uitmaakt van de "corporate cash mana-
gement servíce" van een belangrijke New Yorkse bank.
1.4 StrateQische modellen voor het liqulditeitsprobleem
In de volgende hoofdatukken zal alleen nog aandacht geschonken worden
aan strategische modellen voor het liquiditeiC.sp.XObleem. Bij het formu-
leren van strategische modellen voor het bepalen van het optimale liqui-
diteitsbeleid worden de liquide middelen meestal beperkt tot de activa
kasgeld en korte-termijn-beleggingen en wordt er eveneens uitgegaan van~-,.---de beschikbaarheid van een kredietfaciliteit. Voorts wordt er meestal
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verondersteld, dat de controle periodiek plaatsvindt en dat de kassaldo-
veranderingen per periode beschreven kunnen worden door een stochasti--.
sche variabele.
Aan de-óplossing van het onder de genoemde veronderstellingen geformu-
leerde probleem, dat in de Angelsaksische literatuur bekend staat als
het "discrete stochastic cash balance problem", wordt zowel in de finan-
ciële als in de besliskundige literatuur aandacht geschonken.
Analoog aan de overeenkomstige problema[iek uit de voorraadtheorie,
waarbij het optimale beleid op eenvoudige wijze te beschrijven is door
twee beleidsparameters, het bestelpunt en het bestelniveau, heeft in de
líteratuur over het liquiditeitsprobleem de vraag centraal gestaan in
hoeverre het optimale liquiditeitsbeleid beschreven kan worden door vier
beleidsparameters, namelijk de reeds eerder genoemde twee controlegren-
zen en de erbij behorende terugkeerpunten. De resultaten hiervan worden
beschreven in hoofdstuk 2.
In hoofdstuk 3 zullen de voor het bepalen van een optimaal beleid be-
schikbare oplossingsmethoden besproken worden. Zoals zal blijken zijn de
beschikbare methoden in veel gevallen minder geschikt voor praktische
toepassing door onder anderen de voor het bepalen van de optimale oplos-
sinb benudigde grote hoeveelheid rekenwerk.
Wijzigt men echter bepaalde modelveronderstellingen, dan ie de oplossing
vaak eenvoudiger te bepalen. De gevonden oplossing is echter niet meer
optimaal voor het gestelde probleem. Daarom zullen we de door wijzigín-
gen in de veronders[ellíngen verkregen beslissingsregels aanduiden als
sub-optímale beslissingsregels. De keuze van de sub-optimale beslis-
singsregels en het te hanteren evaluatiecriterium zullen besproken wor-
den in hoofdstuk 4. De te onderzoeken sub-optimale beslissingsregels,
welke we zullen aanduiden als: de voorraadtheoretische benadering, de
lineaire beslissingsregel en continue controle, worden besproken in de
hoofdstukken 5, 6 en 7. Zoals zal blijken volgen hieruit vaak goede be-
slissingsregels voor het strategische liquiditeitsprobleem indien de
probleemparameters aan bepaalde voorwaarden voldoen.
Omdat het ter beschikking staan van een eenvoudig toepasbare beslis-
síngsregel bevorderlijk is voor de toepassing van strategische modellen
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bij het liquiditeitabeleid in de praktijk, zal in hoofdstuk 8 aangetoond
worden dat het mogelijk is, gebruikmakend van de verkregen resultaten,
eenvoudig toepasbare benaderingsformules te construeren die ongeveer
dezelfde verwachte kosten per periode tot gevolg hebben als het optimale
beleid.
Bij de bespreking en analyse van het strategische liquiditeitsprobleem
zal herhaaldelijk naar de bijlagen verwezen worden. Hierin zijn de meer
technische elementen opgenomen welke wij voor een volledige behandeling
van het probleem van belang achten, de afleidingen van gebruikte formu-
les, noodzakelijke bewijsvoeringen en resultaten van berekeningen voor
zover deze nodig zijn ter ondersteuning van de conclusies.
Bovendien bevindt zich achter de bijlagen nog een symbolenlijst waarin
die symbolen staan welke in meerdere onderdelen gebruíkt worden.
ls
HOOFDSTUK 2
DE STRUCTUUR VAN HET OPTIMALE BELEIll
~ 2.1 Inleiding
Voor de bepaling van de structuur van het optimale liquiditeitsbeleid,
zullen de bij het liquiditeitsprobleem behorende
der gespecificeerd moeten worden.
Bij de formuleríng van strategísche
veronderstellingen na-
modellen voor
optimaal beleid wordt in de literatuur meestal
het bepalen van een
verondersteld dat de be-
slisser de beschikking heeft over de liquide activa kasgeld en korte-
termijn-beleggingen en tevens dat híj kan beschikken over één kredietfa-
ciliteit. Voorts dat de opbrengsten van de liquide activa en de kosten
van krediet rechtevenredig zíjn met het saldo op het einde van de perio-
de, dat de kassaldoveranderingen per periode onafhankelijk verdeeld zijn
en dat er zowel vaste als proportionele kosten aan een transactie ver-
bonden zijn. Bij de modelmatige formulering van het liquiditeitsprobleem
in paragraaf 2.2, zullen wij eveneens van de genoemde veronderstellingen
uitgaan.
Om te onderzoeken of de optimale oplossing van het gestelde probleem op
een eenvoudige wijze te karakteriseren is door vier beleidsparameters,
namelijk de onderste controlegrens, het onderste terugkeerpunt, het ~
venste terugkeerpunt en de bovenste controlegrens, wordt het probleem
vervolgens in paragraaf 2.3 geformuleerd als een dynamisch optimalíse-
ringsprobleem.
Bij de bepaling van de structuur van het optimale liquiditeitsbeleid zal
een onderscheid gemaakt worden tussen de modellen waarbij geen en waar-
bi.~ wel vaste transactiekosten verondersteld worden. 'Loals zal blljki.n
is cr in he[ eerste geval wel, doch in het tweede geval geen expliclete
uitspraak over de structuur van het optimale beleid mogelijk. Aan de
structuur van het optimale beleid, indien er alleen proportionele kosten
aan een transactie verbonden zijn, wordt aandacht geschonken in para-
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graaf 2.4, terwijl we de structuur van het optimale beleid met vaste en
proportionele transactiekosten zullen bespreken in paragraaf 2.5.
In paragraaf 2.4 en 2.5 wordt eteeds uítgegaan van de in de literatuur
meest gebruikte veronderstelling. Daarom zullen we in paragraaf 2.6 ook
aandacht schenken aan de invloed van alternatieve veronderstellíngen op
de structuur van het optimale beleid en in paragraaf 2.7 de belan};rijk-
ste conclusies uit dit hoofdstuk samenvatten.
2.2 Formulerin~ van het probleem
Voor het bepalen van de structuur van het optimale beleid gaan we er
vanuit, dat de beslisser die strategie kiest waardoor de gedisconteerde
verwachte kosten over het plantijdvak worden geminimalíseerd, gegeven
het kassaldo aan het begin van het plantijdvak.
Uit plantijdvak, dat bestaat uit T perioden met elk een lengte van één
tijdseenheid, heeft betrekking op het tijdsinterval [O,T). Dit laatste
wil zeggen dat het tijdstip 0 wel doch dat het tijdstip T niet tot het
plantijdvak behoort. Tijdetíp T noemen we de planhorizon. De t-de perio-
de (t 3 1,2,...,T) heeft betrekking op het tijdsinterval [t-l,t). Het
verband tussen tijdstippen en perioden wordt grafisch weergegeven in
figuur 2.1.
període: 1 2 3 T-1 T1 i ~ E F ~
tijdstip: 0 1 2 T-2 T-1 T
F1Auur 2.1 Het plantijdvak
Bíj de modelmatige formuleríng van het líquiditeitsprobleem zullen we de
volgende variabelen en veronderstellingen gebruiken:
xt: het kassaldo aan het begin van periode t;
vt: de transactie-omvang aan het begin van període t;
kt: de exogene kassaldovermeerdering gedurende periode t.
De exogene kassaldoverandering gedurende een periode bestaat uit het
verschil tussen de niet door de bealisser beinvloedbare relevante ui[-
gaven en inkomsten. Een positieve waarde van kt betekent dat de uítgaven
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Kroter zijn dan de inkomsten. De kassaldoveranderingen gedurende het
plantijdvak (t - 1,2,...,T) kunnen beschreven worden door een rij van
onafhankelijk verdeelde kansvariabelen, welke gespecificeerd worden door
een continue kansverdeling: ft(kt).
Het verband tussen de beginsaldo's in twee opeenvolgende perioden is:
~ xtf 1 xttvt-kt
zodat~,vt ~Q. een kassaldovermee;dering en~vt ~ 0 een kassaldoverminde-
ring op het begintijdstip van periode t tot gevolg heeft.
Voor de bepaling van een optimaal beleid zijn twee kostensoorten van
belang: de transa,~tiekosten en de voorr~;qdkosten. De transactiekosten,
welke kunnen bestalaïn uit een vast en eenl~pJroportioneel gedeelte, noteren
we als volgt:
al t bl.vt, indien vt ~ 0;
Tívt) - 0, ~~ vt ' ~ ~ (2.2)
a2 - b2.vt~ ~~ vt ~ ~ ~
met al ~ 0, a2 ~ 0, bl ~ 0, b2 ~ 0.
De kosten verbonden aan het aanhouden van kasvoorraden zijn evenredig
met de omvang van het saldo op het einde van de periode. Is het kassaldo
positief dan kan over dit saldo een opbrengst verkregen worden. Had men
dit bedrag echter belegd dan zou hier over een hogere opbrengst verkre-
gen zijn. Het verschil ín opbrengsten noemen we de kosten van het in
voorraad houden. IsJhet~kassaldo op het einde van een periode negatieE,
dan moet over het negatieveysaldo een vergoeding betaald worden. Het
verschil tussen deze vergoeding en de opbrengst indien het saldo belegd
~--- -. . .. .zou zijn noemen we kosten van tekort. Stel:
h: de kosten van het in voorraad houden per geldeenheid per periode;
s: de kosten van tekort per geldeenheid per periode;
dan zijn de voorraadkosten voor periode t te schrijven als:
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met h, s ~ 0.
h.(xt~-vt-kt) , indien xt t vt - kt ~ 0
-s.(xtfvt-kt) , indien xt f vt - kt ~ 0
(2.3)
De doelstellingsfunctie voor het geformuleerde liquidíteítsprobleem,
minimalisatie van de verwachte gedisconteerde kosten gegeven het kas-
saldo aan het begin van de eerste periode, x(0), kan nu geschreven wor-
den als:
T
min E{ E at-1~T(vt) f V(xt)~ ~xl - x(0)}, (2.4)(v1,vZ,...,vT) tLl
waarin a de diaconteringsfactor is waarvoor geldt: 0~ a~ 1.
2.3 De structuur van het oytimale beleid
Voor het mínimaliseren van de verwachte gedisconteerde kosten over het
plantijdvak beschikt de beslisser aan het begin van iedere periode over
drie mogelíjkheden. Hij kan:
a) het kassaldo vermeerderen door verkoop van korte-termijn-beleggingen;
b) het kassaldo verminderen door aankoop van korte-termijn-beleggingen;
c) het kassaldo ongewijzigd laten.
Analoog aan de problematiek uit de voorraadtheorie waarin het optimale
beleid per periode op een eenvoudíge wijze te beschrijven is door de
twee beleidsparameters (het bestelpunt en het bestelniveau), staat ín
het onderzoek naar de optimalíteit van het liquíditeitsbeleid de vraag
centraal of het optimale liquiditeitsbeleid beschreven kan worden door
de volgende vier beleidsparameters:
dt: de onderste controlegrens aan het begin van periode t;
Dt: het onderate terugkeerpunt aan het begin van periode




de bovenste controlegrens aan het begin van periode t.
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Wordt een beleid volledig gekarakteriseerd door de vier gedefinieerde
beleidsparameters, dan spreken we in het vervolg over een beleid met een
(dt,Dt,Ut,ut)-structuur. Een dergelijk beleid kan, indien we de transac-
tie-omvang aan het begin van een periode gegeven het kassaldo aan het
begin vaci die periode noteren als vt(xt), weergegeven worden door de
volgende beslissingsregel:
DL - xt, indien xt ~ dt ;
VC(xt) - ~r ~i dt C xt G ut i
Ut - xt~ ~~ xt ~ ut ;
met dt G DC G Ut G ut.
(2.5)
Hebben de vier beleidsparameters in iedere periode dezelfde waarden, dan
kan het beleid grafisch worden weergegeven als in figuur 2.2. Ter ver-
duidelijking van de illustratie is hierin de kassaldoverandering (----)










I ~~ ~ ~ ~ ~
~ 4 5 ~~- t
Figuur 2.2 Het beleid bij een (dt,Dt,Ut,ut)-structuur
Een liquiditeitsbeleid heeft dus een (dt,Dt,Ut,ut)-structuur indien de
volgende beslissingsregel aan het begin van iedere període gehanteerd
wordt:
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- Is het kassaldo aan het begin van een periode kleiner dan de waarde
van de onderste controlegrens voor die periode dan wordt door verkoop
van korte-termijn-beleggingen het kassaldo tot Dt vermeerderd. In het
voorbeeld in figuur 2.2. wordt deze beslissing genomen aan het begin van
de tweede periode.
- Bevindt het kassaldo zich aan het begin van een periode op of tussen
de beide controlegrenzen dan behoeft er geen transactie tussen kas en
korte-termijn-beleggingen uitgevoerd te worden. Voorbeelden hiervan zijn
de kassaldo's aan het begin van de eerste, de derde en de vierde perio-
de.
- Is het kassaldo aan het begin van een periode groter dan de waarde van
de bovenste controlegrene dan moet dit saldo d.m.v. een transactie ver-
minderd worden tot de waarde van het bovenste terugkeerpunt. Een vour-
beeld waarbij het kassaldo door aankoop van korte-termijn-beleggingen
verminderd wordt, is het kassaldo aan het begin van de vijfde periode in
figuur 2.2.
Om te onderzoeken in hoeverre de optimale oplossing van het liquidi-
teitsprobleem op een eenvoudige wijze te karakteriseren is door vier
beleidsparameters, zullen we het probleem formuleren als een dynamisch
optimaliseringsprobleem.
Formulering als een dynamisch optimaliserinqsprobleem
Bij het formuleren van het door de formules (2.1) t~m (2.5) gegeven li-
quiditeitsprobleem als een dynamisch optimaliseringsprobleem, maken we
gebruik van het feit dat de omvang van het kassaldo op het einde van het
plantijdvak voor de beslisser niet relevant is.
Ter vereenvoudiging van de notatie introduceren we daarom een subscript
n(n - 1,2,...,T) waardoor het aantal perioden vanaf het beslissingsmu-
ment tot aan de planhorízon weergegeven wordt. Het verband tussen het
subscript t, waardoor de beslissingsperiode aangegeven wordt en liet Sut~-
script n, waardoor het aantal perioden vanaf het beslissingsmoment tut
aan de planhorizon gegeven wordt, íe getekend ín fíguur 2.3.
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subscrípt t: 1 2 3
~ I i
T-2 T-1 T
subscript n: T T-1 T-2 3 2 1
Figuur 2.3 Het verband tussen de periodensubscripts t en n
De introductie van een tweede subscript als periode-indicator heeft als
consequentie dat índien er een waarde aan het subecript toegekend wordt
de betekenis hiervan onduidelijk kan zijn. Daarom zullen we het Coeken-
nen van waarden aan het subscript beperken tot het subscript n.
Voor het formuleren van de recursievergelijking definiëren we:
Hn(xn): de minimaal verwachte gedisconteerde kosten van het liquidi-
teitsbeleid over het resterende plantijdvak, gegeven dat het
saldo aan het begin van de n-de periode voor de planhorizon xn
bedraagt.
De optimale transactíe-omvang aan het begin van de n-de periode voor de
planhorizon, gegeven het saldo aan het begin van deze periode, is die
waarde van de transactie-omvang waardoor de som van de volgende drie
componenten minimaal is:
a) de transactiekosten verbonden met een transactie van omvang vn .
T(vn).
b) de voorraadkosten in periode n: E{V(xnfvnkn)};
c) de gedisconteerde waarde van de minimaal verwachte gedisconteerde
kosten van het liquiditeítsbeleid over de resterende (n-1) perioden ge-
geven het saldo aan het einde van periode n: a.E{H~1(xnfvnkn)}.
Het geformuleerde liquiditeitsprobleem kunnen we nu oplossen door ge-
bruik te maken van de volgende recursievergelijking:
Hn(xn) a mVn E{T(vn) f V(xn~-vR kn) t n HM1(xnfvRkn)}
n
voor n - 1,2,...,T
(2.6)
Omdat het kassaldo op het einde van het plantijdvak wel in (2.6) kan
voorkomen, maar voor de optimale strategie niet van belang is, stellen
we:
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HO(xltvl-kl) - 0 (2.7)
Dit implíceert dat de waarde die we aan het begin van het plan[ijdvak
toekennen aan een bepaald saldo op het einde van het plantijdvak onaf-
hankelijk is van d1t saldo.
Ter vereenvoudiging van de door (2.6) gegeven recursíevergelijking maken
we gebruik van een variabele y, waardoor het saldo nadat de transactie-
beslissing aan het begin van een periode uitgevoerd is gegeven wordt. We
duiden het kassaldo y in het vervolg aan als: het saldo direct na de
beslissing. Bij achterwaartse nummering geldt:
yn :~ xn t vn (2.8)
Rovendien definiéren we een functie L(y) waardoor de verwachte voorraad-
kosten in de beslissingsperiode, als functie van het saldo direct na de
beslissing, weergegeven wordt. Bij achterwaartse nummering geldt:
L(Yn) :- E{V(xntvnkn)} (2.9)
Gebruikmakend van (2.8) en (2.9) kan (2.6) herschreven worden als:
~
Hn(xn) - min[T(ynxn) t L(Yn) t a J Hm 1(yn-kn).f(kn)dkn] (2.10)
yn -"
Bíj het onderzoek naar de structuur van het optimale beleid zullen we
een onderscheid maken tussen de modellen waarbij geen en de modellen
waarbij wel vaste transactiekosten verondersteld worden. Zoals zal blij-
ken is er in het eerste geval wel, doch in het tweede geval geen eendui-
dige uitspraak over de structuur van het optimale beleid mogelijk.
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2.4 Het optimale beleid bij alleen proportionele transactiekosten
Zijn er alleen proportionele kosten met een transactíe tussen de liquide
activa verbonden dan vallen bij een optimaal beleid, zoals in deze para-
graaf zal worden aangetoond, de controlegrenzen met de daarbij behorende
terugkeerpunten samen. In dat geval spreken we van een (Dt,Ut)-beleid en
functioneren de terugkeerpunten dus tevens als controlegrenzen.
We zullen in deze paragraaf de structuur van het optimale beleid achter-
eenvolgens bepalen voor de laatste periode, de daaraan voorafgaande pe-
rioden en voor de eerste periode indien het aantal perioden waaruit het
plantijdvak bestaat naar oneindig gaat. Omdat in het eerstgenoemde geval
de beslissing slechts voor een periode behoeft te worden genomen, noemen
we dit het een-periodeprobleem.
Het één-~eriodeprobleem
De minimaal verwachte kosten in de laatste periode zijn, gegeven het
saldo aan het begin van die periode, gelijk aan:
H1(xl) - min[T(yl-xl) f L(Y1)j. (2.11)
yl
Omdat we in deze paragraaf veronderstellen dat er geen vaste kosten met
een transactie verbonden zijn (al a a2 - 0), kan de doelstellingsfunctie
voor de laatste periode ook geschreven worden als:
min [bl.(yl-xl) f L(yl)] ,
yl~xl
H1(xl) - mín L(xl) ,
min [b2.(xl-yl) t L(Y1)J .
y1Cx1
(2.12)
In deze formulering zijn duidelijk de drie beschikbare mogelijkheden te
herkennen, namelijk het kassaldo door een transactie vermeerderen (yl ~
xl), het kassaldo ongewijzigd laten (yl 3 xl) en het kassaldo door een
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transactie verminderen (yl ~ xl).
In het hierna volgende geven we een afleidíng van de regelgrenzen voor
willekeurige waarden van xl, zodat de minimalisaties onvoorwaardelijk
plaatsvínden. Het saldo waarvoor de som van de transactiekosten van een
kassaldovermeerdering plus de verwachte voorraadkosten ten gevolge van
die vermeerdering minimaal is noemen we D1, het onderste teruKkeerpunt,
en het punt, waarin de som van de transactiekosten van een kassaldover-
mindering plus de verwachte voorraadkosten ten gevolge van die verminde-
ring minimaal is U1, het bovenste terugkeerpunt. We noteren dit als:
bl.(D1-xl) f L(D1) - min[bl.(yl-xl) t L(yl)]
Y1
b2.(xl-U1) t L(U1) ~ min[b2.(xl-yl) f L(Y1)1
Y1
Vour de verdere uitwerking van dit probleem zijn de marKinaal verwacht~
voorraadkosten van belang. Uit (2.3) en (2.9) volgt dat de verwachte
voorraadkosten per periode gelijk zijn aan:
Y ~
L(y) z h. J(y-k).f(k)dk - s. f(y-k).f(k)dk
Y
(2.13)
Hieruit zijn, door gebruik te maken van de regel van Leibniz, de margi-
naal verwachte voorraadkosten te bepalen als:
L'(Y) :a dLá~- a (lr~s).F(Y) - s ,
met
Y
F(Y) :z 1 f(k)dk.
(2.14)
Omdat F(y) een niet dalende functie van y is, volgt uit (2.14) dat de
marginaal verwachte voorraadkosten een niet dalende functie zijn van het
saldo direct na de beslissing. Bovendien volgt uit (2.14)
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lim L'(y) --s en lim L'(y) ~ h
y-.~ ytm
(2.15)
d.w.z. dat de marginaal verwachte voorraadkosten per periode, indien de
voorraad na de beslissing tot ~ of -~ nadert, gelijk zijn aan respec-
tievelijk de kosten van het in voorraad houden en die van tekort.
Uit de eigenschappen (2.14) en (2.15) van de marginaal verwachte voor-
raadkostenfunctie volgt dat de waarden van y, waarvoor de relevante mar-
gínale transactiekosten juist gelijk zijn aan de marginaal verwachte
voorraadkosten, eenduidig te bepalen zijn uit:
L'(y) - -bl , indien bl ~ s ;
L'(y) - 62 , indien b2 ~ h.






Figuur 2.4 De bepaling van de optimale terugkeerpunten
Y
Omdat door (2.16) de optimale terugkeerpunten bepaald worden indien aan
de hierbij genoemde voorwaarden voldaan wordt, volgt híeruit:
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D1 a L'-1(-bl) , indien bl C s;
U1 - L'-1(b2) , indien b2 ( h.
(2.17)
(2.18)
Hieruit volgt dat D1 C U1 en dat de terugkeerpunten alleen samen vallen
als er geen proportionele transactiekosten zijn. Indien de proportionele
transactíekosten niet kleiner zijn dan de relevante voorraadkosten, dan
geldt dat er geen optimaal terugkeerpunt (of D1 en~of U1) en dus ook
geen optimaal controlepunt (of dl en~of ul) bestaat. Teneinde dit op
eenvoudige wijze in de hierna volgende tekst op te kunnen nemen geven we
ciit aan door
D1 -„ , indien s C bl; (2.19)
U1 -~, indien h c b2. (2.20)
De optimale besliesingsregel voor de laatste periode, welke we weergeven
door v(xl), is nu uit (2.12), door gebruik te maken van vl - yl 4 xl, te
bepalen als:
D1 - xl , indien xl C D1 ;
v(xl) - 0 , „ D1 c xl C U1 ; (2.21)
U1 - xl ~ ~~ xl ~ U1 ;
met D1 gegeven door (2.17) en (2.19) en U1 gegeven door (2.18) en
(2.20). Kenmerkend voor dit resultaat is dat de twee beleídsparameters
onafhankelijk zijn van het saldo aan het begin van de laatste periode.
Het meer-periodenprobleem
Voor de bepaling van de optimale bealissingen in de perioden die vooraf-
gaan aan de laatste periode wordt in principe dezelfde methode gehan-
teerd als voor de bepaling van de optimale beslissingsregel in de laat-
ste periode. Ter vereenvoudiging worden in het vervolg de termen van
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(2.10) welke geen betrekking hebben op de transactiekosten in de beslis-
singsperiode samengevoegd. Hiertoe definiëren we:
i-W
Gn(Yn) .- L(Yn) f a J H~1(yn-kn).f(kn)dkn (2.22)
~
Door Gn(y) worden dus de gedisconteerde verwachte koeten gegeven indien
het saldo direct na de beslissing in de n-de periode voor de planhorizon
yn bedraagt en er een optimaal beleid gevoerd wordt in de resterende
(n-1) períoden.
Voor de analyse van het meer-perioden probleem met alleen proportionele
transactiekosten herschrijven we (2.10), gebruikmakend van (2.22) als:
min [bl.(Ynxn) f Gn(Yn)I .
yn~xn
H (x ) - min G (x ) ,n n n n
min [b2.(xnYn) t Gn(Yn)~ .
ynCxn
(2.23)
Voor de bepaling van de optimale beleidsparameters maken we gebruik van
de eigenschap dat L(y) een convexe functie in y is. Immers uit (2.14)
volgt:
L~~(Y) :~ d2L2 a (hts).f(k) ) 0 .
dy
(2.24)
lloor gebruik te maken van de convexiteit van L(y) als functie van y, kan
bewezen worden dat bíj alleen proportionele transactiekosten Hn(xn) en
Gn(yn) eveneens convexe functies zijn van respectievelijk xn en yn. [Zie
hiervoor Elton en Gruber (1974)j. Hierdoor is het mogelijk om de optima-
le beleidsparameters voor het meer-perioden probleem, op eenzelfde wijze
als voor de laatste període, eenduidig te bepalen.
Noemen we het punt, waarin de som van de transactiekosten plus de ver-
wachte kosten tot het einde van het plantijdvak ten gevolge van die
transactie mínimaal zijn, bij een kassaldovermeerderíng Dn en bij een
I
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kassaldovermindering Un, dan geld[ voor n~ 1:
bl,(Dnxn) t Gn(Dn) s min[bl.(Ynxn) t Gn(Yn)~
Yn




Uit (2.23) volgt nu gebruikmakend van vn ~ yn - xn de optimale beslis-
singsregel voor het n-perioden probleem met alleen proportionele trans-
actiekosten:
D- x , indien x~ D ;n n n n
met D c U .
n n
U - xn n , ~~
D G x ~ Un n n ' (2.27)
Door Eppen en Fama (1969) is aangetoond dat, indien de kassaldoverande-





met a . E ai.
n isU
Gn 1(-bl) ~ - m .
f m
Gn 1(b2) ~ f m.
indien bl ~ s. a~-1 ,
elders.




Dit impliceert dat de terugkeerpunten eindíge waarden bezitten, indien
de contante waarden van de relevante voorraadkosten per eenheid over het
plantijdvak groter zijn dan de relevante proportionele transactiekosten.
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De optimale beleidsparameters indien het aantal perioden tot oneíndi~
nadert
Voor de bepaling van de optimale beleidsparameters, indien het aantal
perioden waaruit het plantijdvak bestaat tot oneindig nadert, gaan we er
bovendien vanuit dat de kassaldoveranderingen per periode identíek ver-
deeld zijn.
Nadert n tot oneindíg dan hebben de minimale verwachte gedisconteerde
kosten een eindige waarde omdat de verwachte kosten in iedere periode
begrensd zijn en gedisconteerd worden. Deze waarde:
T
lim ( min E{ E at-1[T(vt) t V(xt)] ( xl - x(0)}
T i m v1,v2,....vT) t-1
- lim Hn(x) -: H(x)
n i m
is te bepalen door het oplossen van de volgende funktionaalvergelijking:
~
H(x) - min[T(x-y) t L(y) t a J H(y-k).f(k)dk] (2.30)
Y
Indien de planhorizon naar oneindig gaat, geldt in het stationaire pro-
bleem dat de beide terugkeerpunten onder zeer zwakke voorwaarden, altijd
eindige waarden bezítten. Als illustratie stellen we de disconterings-
factor a gelijk aan 1~(1-F-h). De in (2.28) en (2.29) genoemde voorwaarden
voor het bestaan van eindige terugkeerpunten worden nu voor het probleem
met een oneindige horizon:
bl ~ s.(lth)~h,
b2 ~ 1 f h
Hieruit volgt dat, indien de kosten van tekort groter zijn dan of gelijk
aan de voorraadkosten (s ~ h), aan de voorwaarde voor het bestaan van
eindige controlegrenzen altijd voldaan is, want bl a b2 - 1 betekent dat
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de transactíekosten gelijk zijn aan de transactie-omvang. Daarom veron-
derstellen we in het vervolg dat aan de voorwaarde voor het eindig zijn
van de beleidsparameters altijd voldaan is indien de lengte van het
plantijdvak naar oneindig gaat.
Voor de bepaling van het optimale beleid bij een oneindige planhorizon
definiëren we:
D: lim D, U: lim U en G(y) :- lím G(y) (2.3U)
n~ m n ~ n i W n n i~ n
Uit het voorafgaande volgt nu dat de optimale beslissingsregel voor het
stationaire probleem, indien de planhorizon naar oneindig gaat, in iede-
re periode gegeven wordt door:
D- xn , indien xn ~ D;
ll c x c U;
n (2.31)
met
D- G,-1(-bl) en U- G~-1(b2).
Samenvattend mogen we stellen dat het bij alleen proportionele transac-
tiekosten, onder de overige gemaakte veronderstellíngen, mogelijk i5
optimale beleidsparametera te bepalen die onafhankelijk ztjn van d~ toe-
stand op het beslissingstljdstip, dat de optimale controlegrenzen en de
bijbehorende Cerugkeerpunten samenvallen en dat de beleidsparameters
eindige waarden bezitten indien de kassaldoveranderingen per periode
identiek en onafhankelijk verdeeld zijn en de planhorizon naar oneindig
gaat.
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2.5 Het optimale beleid bij vaste en proportionele transactiekosten
Uit de voorafgaande analyse is gebleken dat een optimaal beleid bij al-
leen proportionele transactiekosten gekenmerkt wordt door slechts twee
beleidsparameters omdat de beide controlegrenzen met de bijbehorende
terugkeerpunten samenvallen. Zijn er echter ook vaste kosten met een
transactie verbonden, dan vallen de controlegrenzen en de bijbehorende
terugkeerpun[en niet meer samen, omdat een saldoverandering to[ de te-
rugkeerpunten niet altijd voldoende reductie van de verwachte kosten
geeft om ook de vaste kosten te compenseren.
De problemen die bij het oplossen ontstaan, indien ook de vaste transac-
tiekosten in de modelformulering worden betrokken, kunnen weer het best
geYllustreerd worden door het formuleren en oplossen van het probleem
aan het begín van de laatste periode: het een-periodeprobleem.
Het een-periodeprobleem
Voor het oplossen van het een-periodeprobleem schrijven we, gebruikma-
kend van (2.2) en (2.11), de recureievergelijking voor de laatste perio-
de als:
min [al f bl.(Y1-xl) t L(Y1)~
yl~xl
H1(xl) - min L(xl)
mín [a2 t b2.(xl-yl) f L(yl)~
yl~xl
(2.32)
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Figuur 2.5 De bepaling van de optimale beleidsparameters
HíeruiC blijkt dat, indien aan de voorwaarden bij (2.17) en (2.18) voor
het bestaan van eindige terugkeerpunten voldaan is, ook bij aanwezigheid
van vaste transactiekosten de optimale beleidsparameters D1 en U1 op
eenzelfde wijze bepaald kunnen worden als in het geval dat er alleen
proportionele transactiekosten zijn. Dit omdat het ook bij aanwezi~heid
van vaste transactiekosten optimaal is, índien er een transectie ui[ge-
voerd wordt, het saldo zodanig te veranderen dat de relevante marginale
transactiekosten gelijk zijn aan de marginale voorraadkusten.
Of er een transactie uitgevoerd wordt is afhankelijk van de reductie in
de verwachte voorraadkosten ten gevolge van deze transactie na~.r liet
relevante terugkeerpunt. Dit geldt bijvoorbeeld voor he[ kassaldc~ x~ in
figuur 2.5. Zijn de transactiekosten vanuit een bepaald kassaldu kleiner
dan de reductie in verwachte voorraadkosten dan is het optimaal een
transactie uit te voeren. Zíjn de transactiekosten echter groter dan de
reduc[ie van de verwachte voorraadkosten dan is het optimaal het saldo
ongewijzigd te laten. Dit geldt bijvoorbeeld voor het kassaldo xï in
figuur 2.5.
De punten dl en ul in figuur 2.5 geven die saldo's weer, waarbij de re-
ductie van de verwachte voorraadkosten juist gelijk is aan de transac-
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tiekosten die nodig zijn om die reductie te verkrijgen. Deze punten zijn
te formuleren als:
dl :- min[x1~L(xl) - L(D1) z al f bl.(D1-xl)J (2.33)
ul :- max[x1~L(xi) - L(U1) ~ a2 t b2.(xl-U1)j (2.34)
Hierbij worden de minimale en de maximale waarde van xl genomen omda[ er
ook waarden van xl zijn, respectievelijk xl ~ D1 en xl ~ U1, die aan de
in (2.33) en (2.34) gestelde voorwaarde voldoen, doch geen controlegren-
zen bepalen.
Omdat de optimale beleidsparameters voor het een-periodeprobleem eendui-
dig te bepalen zijn, kan de optimale beslissíngsregel voor de laatste
periode bepaald worden door gebruik te maken van vl - yl - xl en (2.32).
Hieruit volgt:
D1 - xl , indien xl ~ dl ;
v(xl) - 0 , „ dl G xl C ul ;
U1 - xl . n xl ~ ul ~
met D1 gegeven door (2.17) en (2.19), U1 gegeven door (2.18) of (2.20)
en dl en ul respectíevelijk door (2.33) en (2.34) indien het bijbeho-
rende terugkeerpunt een eindige waarde heeft. Is dit niet het geval dan
heeft de betreffende controlegrens ook geen eindige waarde.
Uit het voorafgaande volgt dat ook voor het een-periodeprobleem met vas-
[e transactiekosten de optímale beleidsparameters onafhankelijk van het
saldo aan het begín van die periode zijn.
Uit (2.32), (2.33) en (2.34) volgt echter dat:
al f bl.(D1-xl) t L(D1) , indíen xl ~ dl ;
H1(xl) - L(xl) dl G xl t ul ;
a2 f b2.(xl-U1) f L(U1) , „ xl ~ ul .
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Deze functie is geen convexe functie van xl (zíe ook figuur 2.5). Hier-
door is de voor het een-periodeprobleem gebruikte oplossingsmethode niet
meer bruikbaar, omdat het mogelijk is dat Gn(yn), voor waarden van n die
groter dan een zijn, een locaal minimum heeft. Het gevolg hiervan is dat
het optímale beleid niet meer volledig gekarakteriseerd kan worden door
de vier beleidsparameters.
Voor de analyse van het meer-perioden probleem met zowel vaste als pru-
portionele transactiekosten schrijven we (2.10), gebruikmakend van (2.2)
en (2.22) als:
min [al f bl.(Ynxn) t Gn(Yn)~ .
yn~xn
H (x ) 3 min G (x ) ,
n n n n
yn~xn
(2.35)
Bij de bepaling van de optimale beslissingsregel voor het meer-perioden
probleem kan ook gebruik gemaakt worden van de formulerinK van de twre
terugkeerpunten zoals geKeven door (2.25) en (2.26), welke we herhalen
umdat ze een belangrijke functíe in de rest van deze paray,raaf hehhen.
bl.(Dnxn) t Gn(Dn) ~ min[bl.(yn-xn) t Gn(Yn)] (2."LS)
yn
b2(xnUn) t Gn(Un) - min[b2.(xnYn) t Gn(Yn)~ (2.26)
yn
Om de analyse niet onnodig te compliceren, veronderstellen we van nu af
aan dat de terugkeerpunten Dn en Un eindige waarden hebben. Deze veron-
derstelling is niet noodzakelijk voor het te verkrijgen resultaat, doch
vereenvoudigt de afleiding daarvan.
De beide controlegrenzen dn en un kunnen voor n~ 1 op eenzelfde wijze
gedefinieerd worden als voor n- 1 door (2.33) en (2.34):
min [a2 f b2.(xn-Yn) f Gn(Yn)~ .
dn ~ min[xn~Gn(xn) - Gn(Dn) - al t bl.(Dn-xn)] (2.36)
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un - max[xn Gn(xn) - Gn(Un) a a2 i- b2.(xnUn)] (2.37)
Ter verduidelijking van de problematiek die kan ontstaan doordat Gn(xn)
geen convexe functie van xn is, analyseren we de consequenties die dit
kan hebben voor de optimale strategíe. Hiertoe geven we in figuur 2.6
een voorbeeld, ontleend aan de voorraadtheorie, van een mogelijk verloop
van de functie Gn(xn) f bl.xn [vgl. Bertsekas (1976, blz. 84) of Schnei-
der (1979, blz. 27)]. Hierin zijn dn en Dn getekend respectievelijk
overeenkomstig (2.36) en (2.25). We kunnen nu de twee beslissingsalter-
natieven aan het begin van de n-de periode, het kassaldo handhaven en
het kassaldo vermeerderen, met elkaar vergelijken.
d~ ix~ xun







Figuur 2.6 Een voorbeeld van de functie Gn(xn) t bl.xn
x n
In het gegeven voorbeeld is het aan het begin van de n-de periode beter
om:
- het kassaldo te vermeerderen tot Dn dan het te handhaven indien het
kassaldo tot het interval I of tot het interval III behoort;
- het kassaldo te handhaven dan het te vermeerderen indien het kassaldo
tot de intervallen II, IV of VI behoort;
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- het kassaldo te vermeerderen tot Dn dan het te handhaven indien het
tot het interval V behoort.
De eerste conclusie volgt uit het feit dat op het interval -m ~ x ~ dn nen op het interval x' ~ x ~ x" geldt:n n n
Gn(xn) ~- bl.xn ~ al f b1.Dn f Gn(Dn)
wat overeenkomt met:
Gn(xn) ~ ai t bl(Dn-xn) t Gn(Dn),
zodat de waarde van de eerste regel van (2.35) kleiner ís dan die van de
tweede regel en het dus beter is het saldo te veimeerderen tot Dn dan
het te handhaven. Op een analoge wijze zijn de andere conclusies te be-
wijzen.
Zoals uit het gegeven voorbeeld volgt kunnen er meerdere terugkeerpunten
zijn tot waar het optimaal is het kassaldo te vermeerderen. Ook volgt
eruit dat er bij een terugkeerpunt meerdere controlegrenzen kunnen beho-
ren. Toch is het mogelijk meer specifieke uitspraken over de structuur
van het optimale beleid te doen als er zowel vaste als variabele kosten
met een transactie verbonden zijn, zoals aangetoond is door Gir~;is
(1968) en Neave (1970). Wel zijn deze uitspraken afhankelijk van de









De onder a en b genoemde mogelijkheden zullen we bij de besprekin}; van
het optimale beleid aanduiden als vaste transactiekosten in één rich-
tíng; de overige genoemde mogelijkheden als vaste transactiekosten in
beide richtíngen.
Voor de bepaling van de structuur van de optimale beslissingsregel in
het meer-perioden probleem zullen we een onderscheid maken tussen de
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gevallen waarin er vaste transactiekosten in één richting zijn, en waar-
in er vaste transactiekosten in beide richtingen zijn.
Vaste transactiekosten in één richting
Zijn er vaste tcansactiekosten verbonden alleen met een kassaldovermeer-
dering (al ~ 0 en a2 - 0) of alleen met een kassaldovermindering (al - 0
en a2 ~ 0) dan kan gebruik gemaakt worden van de door Scarf (1960) ge-
hanteerde methode ter bepaling van de structuur van een optimaal voor-
raadbeleid. Hierin speelt het begrip "K-convexiteit" een belangrijke
rol. Door gebruik te maken van dit begrip kan de structuur van het opti-
male beleid, indien de vaste transactiekosten alleen met een kassaldo-
vermeerdering of alleen met een kassaldovermindering verbonden zijn,
nader gespecificeerd worden. De hiervoor te gebruiken methode wordt in
de bijlage A.1 (blz. 201) besproken. Hierin blijkt dat de mogelijkheden
zoals getekend in Eiguur 2.6 niet kunnen voorkomen als er alleen maar in
één richting vas[e kosten met een transactie verbonden zijn. Wel kan een
situatie optreden zoals in figuur 2.7 wordt weergegeven door middel van
de functie Gn(xn).
~
d n D n
FiRuur 2.7 Een voorbeeld van de functie Gn(xn)
x'n Un
'Loals uit deze figuur blijkt kan het optimaal zijn het kassaldo te ver-
anderen indien het kassaldo aan het begin van de n-de periode een waarde
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heeft tussen die van de twee getekende terugkeerpunten Dn en Un. Zijn er
bijvoorbeeld alleen maar proportionele kosten verbonden met een kassal-
doverminderíng en is het k:cssaldo aan het bey,fn van di~ n-de periode f;r
líjk :~an x~~, dan kan he[ optimaaL zijn um dlt s,~ldo te vermfndc.ren.
Girgis (1968) heeft bewezen dat, indien er alleen maar met een kassaldo-
vermeerdering vaste transactiekosten verbonden zijn, het optimale beleid
de volgende structuur heeft:
D - x , indien x ~ d ;n n n n
v(xn) - vU(xn) . ~~ d c x C U ;n n n
Un - xn . ~~ xn ~ Un ~
met dn - xn C v~(xn) c 0.
Hieruit volgt dat het op het beslissinRsmoment optímaal is het kassaldo
te vermeerderen to[ Dn indien het kassaldo kleiner dan dn is en het te
verminderen tot Un indien het kassaldo groter dan Un is. Heeft het kas-
saldo een tussenliggende waacde dan zal er bij een optimaal beleid nooit
een saldovermeerdering plaatsvinden, doch eventueel wel een verminde-
ring.
Een analoog resultaat kan verkregen worden indien al - 0 en az ~ 0.
Het voorafgaande impliceert dat het bij vaste transactiekosten in één
richting voor het meer-perioden probleem niet mogelijk is het optimaal
beleid volledig te karakteríseren door beleidsparameters die onafhanke-
lijk zijn van het saldo op het beslíssingsmoment.
Vaste transactiekosten in beide richtingen
Op gruud van de verkregen resultaten veronderstelde Girgis (1968) dat
het optimale beleid, indien zowel de vaste transactiekosten verbunden
met een kassaldovermeerdering, als de vaste transactiekos[en verbonden
met een kassaldovermindering ongelijk aan nul zijn, de volgende struc-
tuur heeft:
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Dn - xn , indien xn ~ dn ;
v(xn) - v~(x) , „ dn c xn c un ; (2.38)
U - x ,
n n
met d ~ D c U ~ u .
n n n n
x ~ u ,
n n
Het optimale beleid wordt nu slechts gedeeltelijk gekarakteriseerd door
de vier beleidsparameters dn, Dn, Un en un. Immers in (2.38) wordt geen
beslissing gespecificeerd índien geldt: d C x c u.n n n
Neave (1970) heeft de optimale structuur van het strategische liquidi-
teitsprobleem waarin beide vaste transactiecomponenten ongelijk aan nul
zijn nader onderzocht. Hij bewees dat door (2.38) de optimale beslis-
singsregel wordt weergegeven. Bovendien gaf híj een nadere specificatie
van de optimale beslissing indien geldt dn C xn c un.
Hiervoor introduceerde hij de twee additionele beleidsparameters d} en- nun. De specificatie van deze beleidsparameters, welke verkregen kan
worden door gebruik te maken van een convexe begrenzingstechniek, wordt
gegeven in bijlage A.2 (blz. 203).
Gebruikmakend van de geintroduceerde beleidsparameters kan de optimale
beslissingsregel indien geldt dn c xn C un worden gegeven door:
0 of Dn - xn , indien dn c xn C dn;
[dn - xn~ Ol .
0
~0. un - xn) .
0 of Un - xn ,
dn c xn c un en al ~ a2 ~ 0;
„ en al s a2 ~ 0;
en a2 ~ al ~ 0;
un ~ xn c un;
met dn c dn c Dn c Un c un c un. (2.39)
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Zoals uit (2.39) volgt kan de structuur van het optimale beleid afhanke-
líjk zijn van de verhouding tussen de vaste [ransactiekosten verbunden
aan een kassaldovermeerdering en die verbonden aan een kassaldoverminde-
ring. Het door (2.38) en (2.39) gegeven optimale beleid heeft de een-
voudigste structuur índíen de vaste transactíekosten verbonden aan een
kassaldovermeerdering gelijk zijn aan die verbonden aan een kassaldover-













Figuur 2.8 Het optimale beleid indien al c az ~ 0 en bl - bZ ~ 0
Zijn de vaste transactiekosten aan elkaar gelijk dan vertoont het opti-
male beleid een grote mate van overeenkomst met een (dn,Dn,Un,un)-be-
leid. Alleen op de intervallen [d ,d}) en (u ,u ] kan het optimale be-n n n n
leid verschillen. Wel is de omvang van de transactie bekend als er voor
een begínsaldo op deze intervallen een transactie moet plaatsvinden.
Zijn de vaste transactiekosten niet
spraak mogelijk
-~ -
Un u un n
elkaar gelijk dan is er een uit-
saldo tot Un
over de richting van een eventuele
interval [dn,un]. Immers zijn de vaste
dovermeerdering groter dan die van een
transactie op het
transactiekosten van een kassal-
kassaldovermindering, dan zal er
indien voor het kaesaldo aan het begin van de n-de periode geldt: d} c- n
xn c un bij een optimaal beleid nooit een kassaldovermeerdering plaats-
vinden, zoals uit de tweede regel van (2.39) volgt. Dc omvanK van de
kassaldovermindering is echter niet bekend.
Analoog volgt uit de vierde regel van (2.39) dat indien de vaste trans-
actiekosten van een kassaldovermindering groter zijn dan die van een
kassaldovermeerdering er bij een optimaal beleid nooit een kassaldover-
mindering zal plaatsvinden indien geldt: d} ~ x ~ u-.n n n
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Uit het voorgaande volgt dat situaties zoala getekend in fíguur 2.6 in
het algemene geval kunnen voorkomen. Wel zullen de beleidsparameters met
een waarde groter dan Dn in het algemeen andere zijn dan die zoals aan-
gegeven in fíguur 2.6 omdat bij de bepaling van deze beleidsparameters
ook het verloop van de niet getekende functie Gn(xn) - b2.xn een rol
speelt.
2.6 Alternatieve veronderstellingen
Tot nu toe is de structuur van het optimale beleid geanalyseerd onder de
volgende veronderstellingen:
1. de doelstelling van het liquiditeitsbeleid is het minimaliseren van
de verwachte gedisconteerde kosten;
2. de transactíekosten bestaan uit een vaste en~of een proportionele
component; bovendien zijn er geen beperkingen op de omvang van een
transactie;
3. de vooraadkosten per periode zijn rechtevenredig met het saldo op het
einde van een període; bovendien worden deze kosten níet met het kas-
saldo verrekend;
4. de kassaldoveranderingen per periode zijn onafhankelijk verdeeld en
worden gegeven door een continue kansverdeling;
5. de beslisser beschikt over twee homogene activa en een kredietver-
krijgingsmogelijkheid.
In de literatuur is eveneens aandacht geschonken aan de bepaling van de
structuur van het optímale beleid onder alternatieve veronderstellingen.
De belangrijkste hiervan hebben betrekking op de doelstellingsfunctie,
de transactie-omvang, de voorraadkosten, de kassaldoveranderingen per
periode en het aantal in de beschouwing te betrekken liquide activa. We
zullen deze achtereenvolgens bespreken.
1. De doelstellingsfunctie
Met name in de Duitstalige líteratuur wordt een overeenkomstig probleem
uit de produktíe-voorraadtheorie geanalyseerd met als doelstellingsfunc-
tie het minímaliseren van de gemiddelde verwachte kosten per periode.
Inderfurth (1977) en Buhler (1979) hebben, elk gebruikmakend van een
verschillende methode, bewezen dat, ook bij minimalisatie van de ver-
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wachte kosten per periode als doelstellingsfunctie, een (DC,Ut)-beleid
optimaal is indien er alleen proportionele transactiekosten zijn.
2. De transactie-omvang
Inderfurth ( 1978) heeft aandacht geschonken aan de invloed díe beperkin-
gen op de transactie-omvang hebben op een optimaal beleid bij alleen
proportionele transactiekosten. Hij heeft bewezen dat, indien de trans-
actie-omvang beperkt wordt door: v c v t v} voor n- 1,2,..., metn
v C 0 c v}, het optimale beleid gekarakteriseerd wordt door een
t -(v ,Dn,Un,v )- structuur:
tv
v(xn) a 0 ,
,
Dn - xn ,
indien x c D - v} ;n n
Un - xn , „
Dn - v} G xn C Dn ;
D G x G U ;n n n
Un G xn c Un - v- ~
x ~ U - v ;n n
waarbij de beleidsparameters Dn en Un afhankelijk zijn van v- en vt.
De structuur van deze beslissingsregel kan grafisch worden weergegeven






Figuur 2.9 De optimale transactie-omvang bij beperkingen op de omvang
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3. De voorraadkosten
Het rechtevenredig zíjn van de vooraadkosten met het saldo op het einde
van de periode is geen noodzakelijke voorwaarde voor het gevonden resul-
taat. Alternatieve specificaties worden o.m. gebruikt door Wagner
(1965), Eppen en Fama (1969) en Elton en Gruber (1974). Het is voldoende
indien men veronderstelt dat de verwachte voorraadkoeten een convexe
functie zijn van het saldo direct na de besliasing. Aan deze voorwaarde
is meestal voldaan indien de kosten van het aanhouden van een voorraad
en de kosten van tekort, per periode tenminste proportioneel stijgen met
het desbetreffende kassaldo. Ook wordt aan deze voorwaarde voldaan in-
dien de voorraadkosten per periode verschíllen.
Impliciet is er bij de formulering van het verband tussen de saldo's in
twee opeenvolgende perioden vanuit gegaan dat de transactiekosten niet
met het saldo verrekend worden. Zijn de transactiekosten alleen propor-
tioneel dan blijft het structurele resultaat ongewijzigd indien de
transactiekosten met het saldo verrekend worden. Immers, stel y' is het
saldo nadat een transactie uitgevoerd is en de transactiekosten verre-
kend zijn, dan geldt:
y' - x t bl.v , indien y' ~ x;
v(x) -
y' -x-bz.v . ~~ Y' ~x;
en wordt T(v) - T(y'-x):
bl.(y'-x)~(1-bl) , indien y' ~ x ;
T(y'-x) -
-62.(y'-x)~(ltb2) . ~~ Y' ~ x .
Omdat door de gecorrigeerde formulering geen fundamentele wijziging op-
treedt t.o.v. de gebruikte zal hierdoor ook geen wijziging ontstaan in
het structurele resultaat. Het bewijs hiervan is te vinden in Porteus en
Neave (1972).
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4. De kassaldoveranderingen per període
Worden de kassaldoveranderingen per periode beschreven door een discrete
kansverdeling dan wordt, zoala aangetoond is door Eppen en Fama (1969),
een overeenkomstig resultaat verkregen indien er alleen proportíonele
transactiekosten zijn. Ook het per periode onafhankelijk verdeeld zijn
van de kassaldoveranderingen is voor het probleem met een eindig aantal
perioden geen noodzakelijke voorwaarde voor het optímaal zijn van een
(Dt,Ut)-beleid bij alleen proportionele transactiekosten. Biihler (1979)
en Inderfurth (1977) hebben aangetoond dat indien de kassaldoveranderin-
gen beschreven kunnen worden door een autoregressief proces van de eer-
ste orde een (Dt,Ut)-beleid eveneens optímaal is. Wel zijn in dat geval
de beleidsparameters afhankelijk van de voor het beslissingsmoment ge-
realíseerde kassaldoveranderingen.
Neave (1970) heeft de structuur van het optimale beleid bepaald bij al-
leen vaste transactiekosten onder de veronderstelling dat de kassaldo-
veranderingen per periode beschreven kunnen worden door een quasi-conca-
ve functie [zie hiervoor bijvoorbeeld Wagner (1972), blz. 540]. Aan deze
eis voldoen de bekende continue kansverdelingen. Hij bewees dat indien
verder geldt dat Ln(y) een symmetrisch quasi-convexe functie is van y en
indien al - a2 ~ 0 en bl z b2 ~ 0 het optimaal beleid gegeven wordt door
vier beleidsparameters waarbij geldt U- D en d--u .n n n n
Zowel Eppen en Fama (1968) als Inderfurth (1977) hebben de optimale be-
leidsparameters berekend voor verschillende kansverdelingen en kosten-
structuren. In het onderzoek van Eppen en Fama kan de kassaldoverande-
ring per periode hoogstens vijf verschillende waarden aannemen. In het
onderzoek van Inderfurth is de kassaldoverandering per periode normaal
verdeeld met verwachtingswaarde nul. In beide gevallen bleek het opti-
male beleid volledig gekarakteriseerd te kunnen worden door een
(d,D,U,u)-structuur.
5. Het aantal liquide activa
Zowel Eppen en Fama (1971) als Daellenbach (1974) hebben het probleem
met meer dan twee liquide activa geanalyseerd. Eerst genoemde auteurs
konden onder de veronderstelling van alleen vaste transactiekosten geen
explíciet beleid als optimaal aanwijzen.
Daellenbach (1974) heeft bewezen dat bij drie liquide activa, een kre-
dietverkrijgingsmogelijkheid en alleen proportionele transactiekosten,
het optimaal beleid gekarakteriseerd kan worden door de vier beleidspa-
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rameters Dlt~ D2t~ Ult en U2t, waarbij de indices 1 en 2 betrekking heb-
ben op de twee verschillende beleggingsmogelijkheden.
2.7 Conclusíes
In dit hoofdstuk hebben we de structuur van het optimale liquiditeits-
beleid geanalyseerd. De belangríjkste conclusies zijn als volgt samen te
vatten:
1. Zijn er alleen proportionele kosten verbonden met een transactie tus-
sen kasgeld en korte-termijn-beleggingen, dan vallen de beide terugkeer-
punten met de bijbehorende controlegrenzen samen en kan het optimaal
beleid volledíg gekarakteriseerd worden door twee beleidsparameters wel-
ke onafhankelíjk zijn van het saldo aan het begin van de betreffende
periode. Het genoemde resultaat geldt zowel onder de oorspronkelijke als
onder de alternatieve veronderstellingen.
2. Zijn er zowel vaste als variabele transactiekosten verbonden aan een
transactie, dan kan het optimale beleid in het algemeen slechts gedeel-
telijk gekarakteriseerd worden door beleidsparameters welke onafhanke-
lijk zijn van het kassaldo aan het begin van de betreffende periode. Uit
onderzoekresultaten is echter gebleken, dat bij bepaalde specificaties
van de kassaldoverandering per periode, ook het optimaal beleid bij zo-
wel vaste als variabele transactiekosten volledig gespecificeerd kan
worden door vier beleidsparameters welke onafhankelijk zijn van het sal-





De optimale oplossing van het in paragraaf 2.2 geformuleerde liquidi-
teitsprobleem kan in principe worden bepaald door het oplossen van de in
hoofdstuk 2 gegeven recursievergelijkingen. Zijn er alleen proportionele
kosten aan een transactíe verbonden, dan is deze methode zeer geschikt,
omdat het optimale beleid volledig gekarakteriseerd wordt door twee be-
leidsparameters welke eenduidig [e bepalen zijn. Zijn er ook vaste kos-
ten aan een transactíe verbonden, dan ís de genoemde methode minder ge-
schikt en is het beter andere methoden te gebruiken.
Een van de doelstellíngen van dít onderzoek is het evalueren van de
methoden die beschikbaar zijn voor het bepalen van de optimale beleids-
parameters. Een andere doelstelling is te onderzoeken in hoeverre de in
de beslískundige literatuur bekende modellen voor overeenkomstige pro-
blemen bruikbaar zijn voor het oplossen van het strategische liquidi-
teitsprobleem. Voor het bereiken van de twee genoemde doelstellingen
zullen we onder andere een aantal berekeningen maken.
Bij de bepaling van de structuur van het optimale beleid, in hoofdstuk
2, is er overeenkomstig de desbetreffende literatuur steeds uitgegaan
van de in (2.4) geformuleerde doelstellingsfunctie, waarin de verwachte
gedisconteerde kosten geminimaliseerd worden. Voor het berekenen van de
optimale waarden van de beleidsparameters zal echter uitgegaan worden
van een doelstellingsfunctie (C), waarin de verwachte gemiddelde kosten
geminimaliseerd worden:
T
C:- lim min E{T E [T(vt) t V(xt)] Ixl - x(0)}
T i m (vl,-...vT) [~1
(3.1)
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Deze doelstellingsfunctíe heeft als voordeel boven die van minimalisatie
van de verwachte gediscon[eerde kosten dat de uit te voeren berekeningen
eenvoudiger zijn. Ook wordt meestal in de nog te bespreken beslissings-
regels uitgegaan van de doelstellingsfunctie minimalisatie van de ver-
wachte kosten per periode. Bovendien heeft het wijzigen van de doelstel-
lingsfunctie nauwelíjks invloed op de waarden van de optimale beleidspa-
rameters, omdat de perioden waarop het probleem betrekking heeft vrij
kort zijn, waardoor de disconteringsfactor zeer dicht bij êén ligt [vgl.
Hadley (1964), de Leve en Tijms (1970)].
Op grond van het voorafgaande zullen we bij de notatíe van de optimale
beleidsparameters geen onderscheid maken tussen die welke afkomstig zijn
uit het model met gedisconteerde kosten en die welke gevonden worden met
het model met gemiddelde kosten. Op eenzelfde wijze als we ín (2.30) de
optimale terugkeerpunten genoteerd hebben, noteren we de optimale con-
trolegrenzen indien de planhorizon naar oneindig gaat als:
d:- lim d u: lim u
n t ~ n 3 n-. m n
Om de berekeningen uit te kunnen voeren moeten er waarden toegekend wor-
den aan de kansverdelingen van de kassaldoveranderingen per periode en
aan de kostenparameters. Bij de berekeningen gaan wíj er vanuit dat de
kassaldoveranderingen per periode identiek en onafhankelijk normaal ver-
deeld zijn met verwachtingswaarde u en variantie a2:
2
f(k) - 1 exp[-(k-u ~
a~ 2a2
(3.2)
Omdat we veronderstellen dat de kostenparameters onafhankelijk zijn van
de tíjd en dat de kassaldoveranderingen per periode identiek en onafhan-
kelijk normaal verdeeld zijn, zijn de optimale beleidsparameters een
functie van de 6 kostenparameters (h,v,al,a2,bl,b2) en de twee parame-
ters van de normale verdeling (u,a). De acht genoemde parameters waar-
door de beleidsparameters bepaald worden noemen we in het vervolg de
probleemparameters en we noteren het verband tussen de beleidsparameters
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en de probleemparametere ale:
S 3 S(h,s,al,a2,bl,b2,u,a) met S a(d,D,U,u)
Gegeven de doelstellingsfunctie (3.1) en de specificatie van de hiervoor
relevante functies door (2.2), (2.3) en (3.2) kunnen nu de optimale be-
leidsparameters berekend worden indien er aan de probleemparameters
waarden worden toegekend.
De indeling van dit hoofdstuk is als volgt. Eerst zullen we in paragraaf
3.2 de keuze van de te onderzoeken waarden van de probleemparameters
motiveren. Vervolgens bespreken we in paragraaf 3.3 de methode van line-
aire programmering voor het bepalen van de optimale oplossing en passen
we deze methode toe door, voor de gekozen waarden van de probleemparame-
ters, de optimale oplossing te berekenen. Zoals uit de resultaten zal
blijken kan de structuur van het optimale beleid voor de onderzochte
waarden van probleemparameters gekarakteriseerd worden door vier be-
leidsparameters die onafhankelíjk zijn van de begintoestand. Daarna
wordt in paragraaf 3.4 ook de methode van dynamische programmerinR,
waarin men uitgaat van een bepaald beleid, toegepast en met de methode
van líneaíre programmering vergeleken.
In paragraaf 3.5 analyseren we de belangrijkste invloeden van verande-
ringen in de probleemparameters op de beleidsparameters door gebruik te
maken van de uit de berekeningen verkregen resultaten. Tenslotte wordt
in paragraaf 3.6 nog aandacht geschonken aan enkele methoden welke onder
specifíeke veronderetellingen t.a.v. de probleemparameters beschikbaar
zijn en worden de belangrijkste conclusies uit dit hoofdstuk samengevat.
3.2 Te onderzoeken waarden van de nrobleemparameters
Bij de bepaling van de te onderzoeken combinaties van probleemparameters
kunnen we, indien het optimale beleid volledig wordt gekarakteriseerd
door de vier beleidsparameters, gebruík maken van eigenschappen van de
optimale beleidsparameters als functies van de probleemparameters, waar-
door het mogelijk is de uit de berekeningen verkregen resultaten te ge-
neraliseren. Omdat door gebruik te maken van de genoemde eigenschappen,
49
de invloed van een verandering in bepaalde probleemparameters met een
factor a~ 0 op de beleidsparameters bepaald kan worden, zullen we deze
eigenschappen in het vervolg aanduiden als de proportionaliteitseigen-
schappen. Voor de optimale beleidsparameters gelden de volgende twee
propor[ionaliteitseigenschappen:
Eigenschap 2.1 Een proportionele verandering van alle kostenparameters
met een factor a heeft geen invloed op de waarden van de optimale be-
leidsparameters:
S(ah,as,aal,aa2,abl.ab2~V~o) - S(h~s~al~a2.b1.b2~V.o)
Eigenschap 2.2 Een proportíonele veranderíng van de vaste transactiekos-
ten, de verwachtingswaarde en de standaardafwijking met een factor a
heeft dezelfde proportionele verandering van de optímale beleidsparame-
ters tot gevolg:
S(h,s,aal,aa2,b1,b2,au,ao) ~ a.S(h.s.al.a2~bl~b2~u,o)
Het bewijs van de twee geformuleerde eigenschappen wordt gegeven ín bij-
lage C, omdat bij de bewijsvoering gebruik gemaakt wordt van de resulta-
ten uit paragraaf 3.4 en de daarbij behorende bijlage B.2. Het voordeel
van het nu reeds gebruik maken van de genoemde eigenschappen is, dat
indien het optimale beleid volledig gekarakteriseerd kan worden door
vier beleidsparameters, de voor de berekeningen te kiezen waarden voor
de probleemparameters niet van belang zijn, doch slechts de verhoudingen
tussen de probleemparameters.
Immers uit de twee genoemde eigenschappen volgt, dat indien men een va-
riabele kostenparameter en een parameter van de verdelingsfunctie kiest,
men de andere variabele kostenparameters en de andere parameter van de
verdelingsfunctie aan de gekozen parameters kan relateren en dat de vas-
te kostenparameters gerela[eerd kunnen worden aan het produkt van de
twee gekozen parameters.
Tec verduidelijking geven we het volgende voorbeeld. Stel:
h~ 0,02X bl - b2 z O,1X
s- 0,06i al - a2 ~ fl. 60,-
y s fl. 30.000,-
Q - fl. 15.000,-
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dan gelden indien we h en y ale norm kiezen de volgende verbanden tussen
de probleemparameters:
s- 3h bl ~ b2 a Sh al ~ a2 ~ l0uh a~ 0,5u
Stellen we bij de berekening van de optimale beleidsparameters h- i en
v~ 1 en vinden we voor de gegeven verhoudingen:
d z-0,29 D ~ 4,27 U a 14,32 u~ 18,81
dan zijn voor het voorbeeld de volgende beleidsparame[ers optimaal:
d~-fl. 8.700,- D~ fl. 128.100,- U~ fl. 429.600,- u- fl. 564.300,-
Immers een proportionele verandering van de kos[enparameters met 0,0002
heeft geen invloed op de met h~ 1 en u~ fl. 1,- gevonden optimale be-
leidsparameters, doch een proportionele verandering van de vaste trans-
actiekosten, de verwachte kassaldoverandering en de standaardafwijkingen
van de kassaldoverandering met fl. 30.000,- heeft een overeenkomstige
ínvloed op de optimale beleidsparameters.
De gekozen waarden van de probleemparameters
De voor de uit te voeren berekeningen gekozen waarden van de proportio-
nele kostenparameters hebben in príncipe betrekking op dezelfde in[er-
vallen, ala die welke gehanteerd worden door Eppen en Fama (1968) en
Míller en Orr (1968). Wel zijn om het aantal uit te voeren berekeningen
te beperken zowel de vaste als de proportionele kos[en van een kassaldo-
vermeerdering in eerste instantie gelijkgesteld aan die van een kassal-
dovermindering.
Bij de keuze van de waarden voor de parameters welke de verdelingsfunc-
tie bepalen is er een onderacheid gemaakt tussen een verwachtingswaarde
gelijk aan nul en een verwachtingswaarde ongelijk aan nul.
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Is de verwachtingswaarde gelijk aan nul dan behoeft er, op grond van de
reeds genoemde eigenschappen van de optimale beleidsparameters, slechts
één waarde voor de standaardafwijking gekozen te worden. Deze waarde
fungeert dan tevens ook als norm.
Voor een verwachte kassaldoverandering per periode ongelijk aan nul, is
niet de standaardafwijking doch de verwachtingswaarde als norm gekozen,
omdat het meer voor de hand ligt om de invloed van een verandering in de
standaardafwíjking op de beleídsparameters gegeven de verwachtingswaarde
te onderzoeken dan het omgekeerde. Bovendien vereenvoudigt deze keuze de
presentatie en de vergelijkbaarheíd van de resultaten.
In eerste instantie beperken we de te onderzoeken verwachtingswaarden
van de kassaldoverandering per periode tot waarden groter dan of gelijk
aan nul en kiezen we op grond van de genoemde eigenschappen en overwe-
gingen waarden voor de probleemparameters zoals weergegeven in tabel
3.1.
u-o u~o
s h, 3h h, 3h
bl - b2 0, h, Sh, lOh 0, h, 5h, lOh
a a 0,5u, u, 3v
al - a2 0, O,lah, Qh, l0oh 0, O,luh, uh, l0uh
Tabel 3.1 De te onderzoeken waarden van de probleemparameters
In deze paragraaf zijn de voor het onderzoek te berekenen parametercom-
binaties bepaald. Bij deze bepaling is er van uitgegaan dat het optímale
beleid volledig gekarakteriseerd kan worden door de vier beleídsparame-
[ers. Dat deze veronderstelling juist is voor een verwachte kassaldover-
anderíng per periode gelijk aan nul, is voor de 32 (2x4x1x4) combinaties
uít tabel 3.1 met een verwachtingswaarde van nul reeds aangetoond door
Inderfurtli (1977).
In hoeverre, voor een verwachtingswaarde groter dan nul het optimale
beleid gekarakteriseerd kan worden door beleidsparameters onderzoeken we
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in de volgende paragraaf door gebruik te maken van de methode van line-
aire programmering.
3.3 Berekening van de optimale oplossinA met lineaire programmering
Om te onderzoeken in hoeverre het optimale liquiditeitsbeleid onder de
in de vorige paragraaf beschreven additionele veronderstellingen, geka-
rakteriseerd kan worden door de vier beleidsparameters, berekenen we in
deze paragraaf de optimale oplossing voor de 96 (2x4x3x4) combinaties
uit tabel 3.1 met een verwachtingswaarde groter dan nul, met de methode
van lineaire programmering.
De formulering van een stochaetisch discreet beslissingsprobleem als een
lineair programmeringsprobleem is beschreven door Manne (1960). Deze
formulering heeft voor het bepalen van de optimale oplossing van het
liquiditeitsprobleem echter het nadeel dat er veel rekenwerk aan verbon-
den ís. Deze hoeveelheid is aanzienlijk minder bij de door De Ghellinck
en Eppen (1967) ontworpen alternatieve formulering, welke echter het na-
deel heeft dat de probleemstelling er minder inzichtelijk door weergege-
ven wordt. In deze paragraaf zullen we eerst de algemene Eormulering
bespreken en aangeven hoe de alternatieve formulering hieruit te ver-
krijgen is. Verolgens bespreken we de wijze waarop we de alternatieve
formulering hebben toegepast, illustreren dit met een voorbeeld en ver-
melden tenslotte de resultaten verkregen met de 96 combinaties met een
verwachtingswaarde groter dan nul.
Formulering van het liquiditeitsprobleem als een lineair programmerings-
probleem
Om gebruik te kunnen maken van een lineair programmerin};smudel vo~~r tiet
oplosaen van het beaproken liquiditeitsprobleem, moeten eerst de toe-
standsruimte, de beslissingsruimte en de kansverdeling van de kassaldo-
veranderingen gediscretiseerd worden. Hiertoe definiëren we:
Xt: het saldo aan het begin van periode t in het gediscretiseerde model;
Yt: het saldo na de beslissing in periode t in het gediscretiseerde mo-
del;
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Kt: de kassaldoverandering in periode t in het gediscretiseerde model;
en de relevante ruímten door:
X E{X(1), X(2), ..., X(N)}, mett
x(i) L x(1) f( i-1).z en i~ 1,2,...,N.
Yt E{Y(1), Y(2), ..., Y(N)}, met
Y(w) - Y(1) f( w-1).z en w a 1,2,...,N.
Kt E{K(1), K(2), ..., K(M)}, met
K(R) - K(1) f(R-1).z en R- 1,2,...,M.
(3.3)
Hierin zijn: X(1), X(N), Y(1), Y(N), K(1), K(M) de grenzen van de res-
pectievelijke ruimten en is z de afstand in geldeenheden respectievelíjk
tussen twee opeenvolgende toestanden en tussen twee opeenvolgende moge-
lijke realisaties van de kassaldoverandering.
Bovendien stellen we de ondergrenzen van de toestandsruimte en van de
beslissingsruimte aan elkaar gelijk: X(1) a Y(1), zodat de toestands- en
de beslissingsruimte samenvallen.
De gediscretiseerde kassaldoverandering per periode is nu uit de oor-
spronkelijke verdelingsfunctie te bepalen door de kansmassa tussen twee
punten aan díe punten toekennen, de kansmassa kleiner dan K(1) aan K(1)
en de kansmassa groter dan K(M) aan K(M) volgens het onderstaande prin-
cipe:
F(K(R)t0,5z), indien R s 1;
P[Kt - K(R)j - F(K(R)f0,5z) - F(K(R)-0,5z), 1 C R~ M;
(3.4)
1- F(K(R)-0,5z), indien R 3 M.
Voor het formuleren van de doelstellingsfunctie van het gediscretíseerde
model zijn de bij dit model behorende verwachte kosten per periode van
54
belang. Is X(i) het saldo aan het begin van een periode en Y(w) het sal-
do na de beslíssing in die periode dan zijn de verwachte kosten voor die
periode in het gediscretiseerde model te geven door (3.5):
al t bl(Y(w)-X(i)) t L(Y(w)) , indien Y(w) ~ X(i);
C(i,w) ~ L(X(í)) , „ Y(w) z X(1); (3.5)
a2 - b2(Y(w)-X(i)) t L(Y(w)) , „ Y(w) ~ X(i).
Evenals in het oorspronkelijk geformuleerde probleem geldt in het gedis-
cretiseerde probleem dat de kans om aan het begin van een periode over
een bepaald saldo te beschikken afhankelijk is van het saldo aan het
begin van de voorafgaande periode en de in die periode genomen beslis-
sing. De genoemde voorwaardelijke kans noteren we als:
pij ' P[Xttl ~ X(j)~ Xt ' X(i) " Yt ~ Y(w)J (3.r,)
Voor het bepalen van de optimale strategie voor het gediscretiseerde
liquiditeitsprobleem met als doelstellingsfunctie minimalísatie van de
verwachte kosten per periode kan gebruik gemaakt worden van de door Man-
ne (1960) gegeven lineaire programmeringsformulering.
Bíj deze formulering worden zowel het saldo aan het begin van een perio-
de als het saldo na de beslissing opgenomen als een subscript van een
variabele n. De variabele niw heeft de betekenis van een kans, welke
aangeeft dat in stationaíre toestand de kans dat toestand X(i) bereikt
wordt aan het begin van een periode en dat beslissing Y(w) genomen, niw
bedraagt:
~iw s lim P[Xttl - X(i) ~ Yt - Y(w)Jt-~
(3.7)
Deze niw mag ook, omdat de planhorizon naar oneindig gaat, opgevat wor-
den als het gemiddeld aantal keren per tijdseenheid dat het proces in
toestand X(i) is en dat beslíseing Y(w) genomen wordt.
De algemene lineaire programmeringsformulering voor het gediscretíseerde
liquiditeitsprobleem is nu te schrijven als:
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N N




E E n ~ 1
iwi-1 w~l
N N N
E n - E E n pv j~ 2,3,...,N




niw ~ ~ i,w - 1,2,...,N (3.Sc)
In deze formulering worden de verwachte kosten per periode geminimali-
seerd onder de voorwaarden dat:
a) de som van de kansen dat toestand X(i) bereikt wordt en beslíssing
Y(w) genomen wordt gelijk aan een is (3.8a);
b) de kans dat het kassaldo aan het begin van een període X(j) bedraagt
gelijk is aan de kans dat het saldo aan het begin van de volgende perio-
de X(j) bedraagt (3.8b);
c) de kans dat een toestand X(i) bereikt wordt en dat beslissing Y(w)
genomen wordt groter dan of gelijk aan nul is (3.8c).
Men kan bewijzen dat voor iedere i de optimale oplossing van dit lineair
programmeringsprobleem hoogstens een niw ~ 0 bevat (zie bv. Wagner 1975,
blz. 761], zodat het optimale beleid voor iedere toestand die bereikt
kan worden eenduidig vast te leggen is door: Y(X(i)) ~ Y(w).
Een al[ernatieve formulering
Het nadeel van de zojuist gegeven formulering is de voor de oplossing
benodigde hoeveelheíd rekenwerk. Door De Ghellinck en Eppen (1967) is
echter een alternatieve formuleríng ontworpen voor het model met gedis-
conteerde kosten welke door Inderfurth (1977) geherformuleerd is voor
het gemiddelde kosten. Door deze alternatieve formulering wordt de om-
vang van het in (3.8) geformuleerde model (N2 variabelen en N nevenvoor-
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waarden) aanzienlijk gereduceerd (tot 7N-8 variabelen en 3N-2 voorwaar-
den).
Deze reducering, welke bereikt kan worden door een transactie van X(i)
naar Y(w) te splitsen in een transactíe van X(i) naar het nulsaldo en
vanuit het nulsaldo naar Y(w), is mogelijk omdat het liquiditeitspro-
bleem aan de volgende voorwaarden voldoet:
a) de kans dat het saldo op een beslissingstijdstip een bepaalde waarde
aanneemt is alleen afhankelijk van het saldo na de voorafgaande beslis-
sing. Immers de kans dat een bepaalde toestand wordt bereíkt aan het
begín van een periode is alleen afhankelijk van het saldo na de beslis-
sing in de voorafgaande periode:
pji - pi -' P[Xttl s X(1)) Yt : Y(w)] (3.9)
b) de kosten kunnen zodanig gesplitst worden in twee componenten dat een
component alleen afhankelijk is van het saldo op het beslissingstijd-
stip, terwijl de andere component alleen afhangt van het S:,Ldo na de
beH l l tir:l nb.
De door De Ghellinck en Eppen (1967) en de door Inderfurth (1977) afge-
leide alternatieve formuleringen zijn verkregen via het duale probleem.
De alternatieve formulering kan ook gedeeltelijk worden verkregen door
substítutie. Hiertoe herschrijven we de doelstellingsfunctie (3.8) ge-
bruikmakend van de onder b genoemde eigenschap als volgt:
N N N N-1 N N i-1
E E C(i,w).n ~ E C(i,i) n f E E C(i,w) n f E E C(i,w).n
ial wal iw i-1 . ii ial waifl - iw 1-2 w-1 iw
Substitutie van C(i,w) uit (3.5) hierin geeft:
N N N
E E C(i,w).n ~ E L(X(1)).a
i~l w~l iw i~l ii
N-1 N




t E E[a2 - b2(Y(w) - X(1)) t L(Y(w))]~niw
I.al w~l
Ueze formule kan herschreven worden als:
N N N N-1 N
E E C(i,w).n - E L(X(i)).n - E b.X(í) E n
1-1 w-1 iw i-1 1i isl 1 wsitl iw
N w-1
t E[a t b.Y(w) t L(Y(w))J. E nw-2 1 1 isl iw
N i-1
t E b.X(i). E tr
1-2 2 ~1 iw
N-1 N
t E[a - b.Y(w) t L(Y(w))]. E n
w-1 2 2 i-wt1 iw
Vervolgens definiëren we de volgende variabelen
N
ni .a w-1t1 ~iw
i-1
~i ' E ~iww-1
w-1
E n
Pw '- i-1 iw
N
v . E n
w 3 i~wtl iw
í ~ 1,2,...,N ;
We kunnen de gein[roduceerde variabelen gebruikmakend van de betekenis
van niw nu als volgt interpreteren: de variabelen di, ni en wi repre-
senteren de invariante kansen wanneer het kassaido aan het begin van een
periode X(i) bedraagt. Omdat de optimale oplossing hoogstens een niw ~ 0
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bevat voor elke i, zal voor elke i ook hoogs[ens een van de drie genoem-
de variabelen een waarde groter dan nul aannemen.
Is di ~ 0, dan zal bij een optimaal beleid het kassaldo, indien het X(i)
bedraagt, niet veranderd worden. Is ni ~ 0, dan zal bij een optimaal
beleíd het kassaldo, indien het X(i) bedraagt, door een transactie ver-
meerderd worden en is wi ~ 0 dan zal bij een optimaal beleid, het kas-
saldo, indien het X(i) bedraagt, door een transactie verminderd worden.
De variabelen pw en vw representeren cumulatieve invariante kansen. pwis de kans dat er aan het begin van een periode bij een optimaal beleid
een transactie plaatsvindt waardoor het saldo vermeerderd wordt
tot Y(w).vw is de kans dat er aan het begin van een periode bij een op-
timaal beleíd een transactie plaatsvindt waardoor het kassaldo vermin-
derd wordt tot Y(w).
Door gebruik te maken van de geintroduceerde variabelen en van variabe-
len welke voor de interpretatie van de resultaten niet van belang zijn,
kan nu de alternatieve formuleríng uit de algemene formulering verkregen
worden. Deze herformulering wordt beschreven in bijlage B.1 (blz. 208).
Het optimale beleid kan nu door gebruik te maken van de optimale oplos-
sing, bepaald worden door toepassing van de volgende beslissingsregel:
min[Y(w) w ) 1, pw ~ 0] , indien ni ~~;
Y(X(i)) - X(i)
max[Y(w) w ~ i, vw ~ 0] ,
6i ~ ~ ; (~.I(1)
wi ~ 0 .
Uit de eerste regel van (3.10) volgt, overeenkomstig de betekenis
van ni, dat het saldo bij een optimaal beleid vermeerderd moet worden
indien ni ~ 0, en wel tot de kleinste waarde Y(w), waarvoor geldt w~ i
en p~ 0. Immers evenals in figuur 2.6 kunnen er meecdece toestandenw
zijn tot waar het saldo bij een optimaal beleid vermeerderd wordt. Van-
uit een bepaalde toestand is het, indien bij een optimaal beleid het
saldo vermeerderd moet worden, alleen maar optimaal indien dí[ gebeurt
tot het eerstvolgende terugkeerpunt.
Uit de tweede regel van (3.8) volgt dat bij 6i ~ 0 het saldo indien het
X(i) bedraagt gehandhaafd moet worden en uit de derde regel van (3.10)
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volgt dat bij wi ~ 0 het ealdo verminderd moet worden tot de hoogste
waarde van Y(w), waarvoor geldt w~ i en vw ~ 0. Immers de hoogste waar-
de van Y(w) is bij een vermindering weer het meest nabije terugkeerpunt.
Toepassing van de alternatieve methode
Om gebruik te kunnen maken van de beaproken alternatieve methode, moeten
de overgangskansen berekend en waarden voor z, N, M, Xmin en Kmin geko-
zen worden.
De kans dat het kassaldo aan het begin van een periode X(i) bedraagt,
gegeven het saldo direct na de beslissing in de voorafgaande periode
Y(w), wordt gedefinieerd door
P[K ) Y(w) - X(1)] ;
pi - P[R a Y(w) - X(i)] , 1 ~ i C N;
P[K t Y(w) - X(N)] .
(3.11)
De waarden voor z, M en I~in, X zijn zodanig gekozen dat de kassaldover-
anderingen goed beschreven worden en dat de rekentijden binnen redelijke
grenzen blijven. Op grond van deze uitgangspunten zijn de in tabel 3.2
weergegeven waarden gebruikt.
a z
0,5u 0,2u -0,6u 17
u 0,2u -2,Ou 31
3u 0,5u -8,Ou 37
Tabel 3.2 De gekozen waarden voor a, z, l~in en M
De te kiezen waarden van 7~in en N zijn afhankelijk van alle waarden van
de probleemparameters. Bij de keuze kan. gebruik gemaakt worden van he[
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feit dat indíen er geen transactiekosten zijn (al - a2 - bl - b2 - 0 en
K normaal verdeeld) de optimale oplossing op een eenvoudige wijze met
behulp van een [abel van de cumulatieve standaard normale verdeling te
bepalen is. Vervolgens zijn dan door verhoging van de vaste en de pru-
portionele transactiekosten zowel de omvang als de locatie van de toe-
stands- en de beslissingsruimte vrij adequaat te berekenen.
Illustratie van en resultaten met de alternatieve methode
Ter illustratie van de beschreven methode geven we een voorbeeld, waarin
wij gebruík maken van de volgende waarden van de problecmparamc~ters en
overige invoergegevens
h- 1 s 3 3 u- 1 a- 1 al ~ a2 - 0, 1 bl - b2 - 1
z~ 0'2 Xmin ''3,4 N- 50 I~in --2,0 M- 31
Uit de invoergegevens op de tweede regel volgt, dat door gebruik te ma-
ken van (3.3) de relevante variabelen de volgende waarden aan kunnen
nemen:
X(i) --3,4 t( i-1) x 0,2 i- 1,2,...,50 (3.12a)
Y(w) --3,4 f (w-1) x 0,2 w- 1,2,...,50 (3.12b)
K(R) --2,0 t ( R-1) x 0,2 R- 1,2,...,31 (3.12c)
De uit de berekening verkregen relevante variabelen met in de optimale
oplossing een waarde groter dan nul, worden vermeld in tabel 3.3.
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ni ~ 0, voor i- 5 t~m 24
di ~ 0, voor i- 25 t~m 38
p26 - 0,7191
wi ~ 0, voor i- 39 t~m 48 u35 c 0,0012
Tabel 3.3 De relevante uitvoergegevens voor de bepaling van de optimale
beleidsparameters
Het optimale beleid kan nu voor de gegeven combinatie van probleempara-
meters met behulp van de uitvoergegevens en (3.10) bepaald worden als:
1,6 , indien -2,6 c X(i) C 1,2
Y(w) - X(i) , „ 1,4 c X(i) c 4,0
3,4 , „ 4,2 c X(i) c 6,0
(3.13)
Immers, omdat di ~ 0 betekent dat het kassaldo gehandhaafd moet worden
indien het X(i) bedraagt, volgt uit di ~ 0 voor i- 25 t~m 38 en (3.12a)
dat het saldo gehandhaafd moet worden indien het groter dan of gelijk
aan -3,4 f 24 x 0,2 is en kleiner dan of gelijk aan -3,4 f 37 x 0,2 is.
De eerste regel van (3.13) volgt uit: ni ~ 0, i 3 5 t~m 24 en p26 ~ 0.
Immers hieruit volgt door gebruik te maken van (3.12a) dat het kassaldo
vermeerderd moet worden door een transactie indien op het beslissingsmo-
ment geldt: -3,4 f 4 x 0,2 c X(i) c -3,4 f 23 x U,2. En omdat alleen
p26 ~ 0 volgt (3.12b) dat het kassaldo vermeerderd moet worden tot -3,4
f 25 x 0,2. Het resultaat op de derde regel van (3.13) is op eenzelfde
wijze te bepalen.
Uit de uitvoergegevens volgt bovendien dat in de stationaire toestand de
kans dat een kassaldovermeerdering door een transactie plaats-
vindt (- p26), gelijk is aan 0,7191, de kans dat er een kassaldovermín-
dering door een transactie plaatsvindt ( ~ v3S) gelijk is aan 0,0012 en
dus dat de kans dat het kassaldo gehandhaafd wordt gelijk is aan 1-
0,7191 - 0,0012 z 0,2797.
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Omdat de relevante variabelen voor waarden van i ~ 4 en i~ 39 gelijk
aan nul zíjn, kan de toestandsvariabele X(i) geen waarde kleiner dan
-2,6 of groter dan 6 bereiken. Dat wil zeggen dat 4~ i~ 39. Immers
omdat het laagste saldo waarbij geen transactie wordt uitgevoerd gelijk
is aan 1,4 volgt uit (3.12c) dat het laagste saldo dat bereikt kan wor-
den qelijk is aan 1,4 -(-2,Of30x0,2) ~-2,6 en omdat het hooRste saldo
waarbij geen transactie uitgevoerd wordt gelijk is aan 4,0 is het hooR-
ste saldo dat bereikt kan worden gelijk aan 4,0 -(-2,0) - 6,0.
We hebben de controlegrenzen d en u gedefinieerd respectievelijk als de
laagste en de hoogste waarde waarbij het kassaldo gehandhaafd wordt.
Daarom volgt uit het voorafgaande dat voor de gekozen waarden van de
probleemparameters het optimale beleid een (d,D,U,u)-structuur heeft
met:
d- 1,4 D s 1,6 U~ 3,4 u- 4,0.
Dit resultaat mag op grond van de reeds in paragraaf 3.2 genoemde eiqen-
schappen van de optimale beleidsparameters gegeneraliseerd worden tot
het algemene resultaat dat voor s- 3h ; a ~ a - O,l~h , b - b - h1 2 1 2en o s u de optimale beleidsparameters gelijk aan:
d~ 1,4u D s 1,6u U~ 3,4u u~ 4,OU.
De resuitaten van de berekeningen met de 96 parametercombinaties waarhlj
de verwachte kassaldoverandering groter dan nul is worden weergegeven in
de tabellen I.1 t~m I.6 van bijlage I(blz. 242 t~m 247). Evenals in het
gegeven voorbeeld blijkt hieruit dat ook voor de andere onderzochte com-
binaties van probleemparameters, het optimale beleid in principe een
(d,D,U,u)-structuur heeft. In principe omdat bij een aantal combinaties
van probleemparameters de kans dat er ten gevolge van kassaldoverande-
ringen een zodanig saldo gevormd wordt dat dit door een transactie ver-
minderd moet worden (bijna) gelijk aan nul is. Hierop wordt later uit-
voeriger ingegaan.
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3.4 Berekening van de op[ímale beleidsparameters met dynamische program-
mering
Zoals uit de berekeningen van de optimale oplossingen met de methoden
van lineaire programmering is gebleken, mogen we veronderstellen, dat
indien de kassaldoveranderingen per periode identiek en onafhankelijk
~iormaal verdeeld zijn, het optimale beleid volledig gekarakteriseerd kan
worden door vier beleidsparame[ers. Uitgaande van deze veronderstelling
is het op een eenvoudíge wijze mogelíjk de optimale beleidsparameters
met dynamische programmering te berekenen.
In deze paragraaf zullen we eerst deze methode bespreken, vervolgens
berekenen we hiermee de optimale beleidsparameters voor de gekozen waar-
den van de probleemparameters en tenslotte vergelijken we de gebruikte
methode van lineaire programmering met de gebruikte methode van dynami-
sche programmering.
De minimaal verwachte kosten per periode kunnen evenals de minimaal ver-
wachte gedisconteerde kosten bepaald worden door het oplossen van een
recursievergelijkíng. Voor het formuleren van deze vergelijking definië-
ren we:
Cn(x) : de minimaal verwachte gemiddelde kosten, uitgaande van een kas-
saldo x aan het begin van de n-de periode voor het einde van het
plantijdvak.
Het optimale liquiditeitsbeleid kan nu bepaald worden door het oplossen
van de volgende recursievergelijking:
f m
Cn(xn) - min {~.[T(xn,Yn) t L(Yn) -~ (n-1)~ f Cn-1(Yn k).f(k) dk]}
yn
C~(Y1-k) - 0 (3.14)
Gvenals ín het model met gedisconteerde kosten heeft het voor de verdere
uitwerking voordelen om de elementen uit (3.14) die geen betrekking heb-
ben op de transactiekosten ín periode n in een nieuwe functie, waarvan
de waarde afhangt van het saldo direct na de beslissing, samen te voe-
gen. Hiertoe definiëren we:
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f m
In(Yn) -~ L(Yn) f(n-1) f Cn-1(yn-k).f(k) dk n 3 1,2,...- m
Uit (2.25), (2.26), (2.36) en ( 2.37), volgen de vergelijkingen
b1.Dn f In(Dn) s min[b1.Yn t In(Yn)]
Yn





dn - min[yn~bl.yn t In(yn) - al f b1.Dn t In(Dn)] (3.18)
un a max[ynl-b2.Yn t In(Yn) L a2 - b2.Un f In(Un)~ (3.19)
Er van uitgaande dat het optímale beleid volledig gekarakteriseerd wordt
door de vier m.b.v. (3.16) t~m (3.19) bepaalde beleidsparameters zijn
deze berekend voor de in paragraaf 3.2 gekozen combinaties van de pro-
bleemparameters. De hiervoor gehanteerde methode wordt beschreven in
bijlage A.2 (blz. 210).
Omdat de gehanteerde methode een benaderingsmethode is voor het bepalen
van de optimale beleidsparameters indien n naar oneindig gaat, moet een
stopcriterium gehanteerd worden om het aantal uit te voeren iteraties te
beperken. Hiervoor gebruiken we het grootste absolute verschil tussen de
waarden van dezelfde beleidsparameters in twee opeenvolgende perioden.
Is dit verschil kleiner dan een afkapwaarde e, dan worden de berekende
waarden van de beleidsparameters beschouwd als een goede benadering voor
de optimale waarden van de beleídsparameters indien de planhorizon naar
oneindig gaat.
In tabel 3.4 geven we een voorbeeld van de resultaten verkregen met de
in bijlage B.2 beachreven methode met als stopcriterium e- 10-4. In dit
voorbeeld wordt dezelfde combinatie van probleemparameters gebruikt als
in het voorbeeld van de voorafgaande paragraaf.
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'I,oals uit tabel 3.4 blijkt zal er bij een optimaal beleid aan het begín
van de laatste periode (n-1) nooi[ een transactie worden uitgevoerd
waardoor het kassaldo verminderd wordt, omdat de proportionele transac-
tiekosten verbonden met een kassaldovermíndering nooit lager zíjn dan de
mogelijke reductie in de verwachte voorraadkosten. Wel is het mogelijk
dat het saldo door een transactie verminderd wordt aan het begin van de
voorlaatste periode (n-2). Ook ís in tabel 3.4 te zien dat de waarden
van de onderste controlegrens en het onderste [erugkeerpunt in de laat-
ste periode duidelijk verschillen van die in de voorlaatste periode. De
verschillen tussen de waarden van dezelfde beleidsparameters in de hier-
aan voorafgaande perioden nemen echter sterk af. Indien we de optimale
beleidsparameters van de 11-de en de 12-de període voor het einde van
het plantijdvak met elkaar vergelijken, zien we dat er alleen nog maar
kleine verschillen zijn tussen de bovenste terugkeerpunten en controle-
grenzen van de genoemde perioden.
n dn Dn Un un
1 0,64412 1,00000 ~ ~
2 1,17523 1,50315 2,95294 3,43551
3 1,23466 1,58447 3,22246 3,70478
4 1,24981 1,60610 3,37747 3,87440
5 1,25456 1,61302 3,44740 3,95157
6 1,25621 1,61545 3,47626 3,98359
7 1,25681 1,61633 3,48762 3,99621
8 1,25703 1,61666 3,49199 4,00107
9 1,25711 1,61678 3,49365 4,00292
10 1,25714 1,61683 3,49429 4,00361
11 1,25716 1,61685 3,49453 4,00388
12 1,25716 1,61685 3,49462 4,00398
Tabel 3.4 De optimale beleidsparameters voor: h~ 1, V~ 1, s- 3h,
al - a2 ~ 0, lVh, bl - b2 - h, a 3 V en e~ 10 4
Omdat het voor de verdere analyse voldoende is indien de optimale be-
leidsparameters met twee decímalen achter de komma bekend zijn, kunnen
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we de optimale beleidsparameters nu bepalen als:
d- 1,26 D a 1,62 U- 3,49 u- 4,00
7.oals uit tabel 3.4 blijk[ wordt dit resul[aat ook reeds bt.j een stop-
criterium van 1,30 x 10 2 na 7 iteratíes bereikt.
Door gebruik te maken van de proportionaliteitseigenschappen kunnen we
het verkregen resultaat generaliseren tot het algemene resultaat dat
voor s- 3h, al a a2 - O,luh, bl - b2 ~ h en a- u de optimale beleids-
parameters gelijk zíjn aan:
d L 1,26u D- 1,62u U- 3,49u u- 4,OOu
Om de invloed van de waarde van het stopcriterium op de resultaten te
onderzoeken zijn een aantal combinaties van probleemparameters onder-
zocht voor verschillende waarden van het stopcriterium.De resultaten
staan vermeld in Bijlage II (blz. 251). Evenals uit tabel 3.4, volgt
hieruit dat met een stopcriterium van O,OIU de waarden van de beleidspa-
rameters voldoende nauwkeurig berekend kunnen worden.
De met dit criterium verkregen resultaten voor de onderzochte combina-
ties van de probleemparameters met een verwachtingswaarde groter dan nul
staan naast de reeds vermelde resultaten zoals verkregen met de methode
van lineaire programmering in de tabellen I.1 t~m I.6 van bíjlage I
(blz. 242 t~m 247). De resultaten voor een verwachtingswaarde gelijk aan
nul staan in tabel I.7 van bijlage I(blz. 248). Een voorbeeld van de
resultaten zoals vermeld in bijlage I voor een verwachtingswaarde groter
dan nul wordt gegeven in tabel 3.5.
Zoals uit de genoemde tabellen blijkt, is er een grote mate van over-
eenstemming tuasen beide resultaten. Zeker als men er rekening mee
houdt, dat de mogelijke waarden van de beleidsparameters bepaald m.b.v.
lineaire programmering beperkt zijn door de toegepaste discretíserínr
van de relevante variabelen en dat alleen die waarden van het kassaldo




a1-a2 d D U u d D U u
o l,ov l,ou l,ou l,ou l,oou l,oou l,oou l,oou
O,luh 0,8u 1,OU 1,OU 1,2u 0,65u 1,Olu 1,Olu 1,38u
uh O,Ou 1,4u 1,4u 2,8u -0,07u 1,45u 1,45u 2,86u
IOUh -2,Ou 3,6u -: , ... 's,-?;: ', „- .,
I
Tabel 3.5 De optimale beleidsparameters voor s- h, bl - b2 - 0 en
a - 0,5u
()m een indruk te geven van het aantal iteraties dat nodig is om de waar-
den van de beleidsparameters bij een stopcriterium van O,Olu te bepalen,
worden in tabel 3.6 de waarden gegeven van het aantal i teraties dat no-
dig is bij a- u en s- h.
a1-a2 b- 0 b~ h b a 5h b- lOh
0 2 8 26 45
O,luh 3 9 26 45
uh 5 11 28 46
l0uh 14 19 35 52
'1'abel 3.6 Het aantal iteratíes bij e a O,Olu, s- h en o L u
Uit tabel 3.6 blijkt dat de vaste transactiekosten minder invloed hebben
op het aantal iteraties dan de proportionele transactiekosten. Bovendien
blíjkt dat na een relatief gering aantal perioden de limietwaarden van
de beleidsparameters reeds goed benaderd zijn. Dit laatste ís van belang
omdat de resulta[en van tabel 3.6 ook geInterpreteerd kunnen worden als
de lengte van het plantíjdvak waarvoor de gevonden waarden van de be-
leidsparameters in ieder geval gelden.
U1[ de gemaakte berekeningen is gebleken dat de kos[en van tekort en de
standaardafwijking van de kassaldoveranderingen slechts een geringe in-
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vloed hebben op het aantal iteratíes. In het algemeen bleek het aantal
iteraties voor s 3h circa 10;G lager te zijn als vermeld in tabel 3.6.
Voor o- 0,5u en o L 3u is eenzelfde resultaat gevonden als voor a- u
met díen verstande dat het gemiddelde aantal iteraties iets lager is
voor a~ 0,5u en ie[s hoger is voor o- 3u.
Alvorens nader in te gaan op de uit de berekeningen verkregen resulta-
ten, bespreken we eerst een aantal voor- en nadelen van de twee gebruik-
te methoden.
- Het voordeel van de methode van lineaire programmering is dat hiermee
zowel de structuur van het optimale beleid bepaald kan worden, als dat
hiermee de waarden van de optimale beleidsparameters en de mínimaal ver-
wachte kosten per periode berekend kunnen worden. Het voordeel van de
gebruikte methode van dynamische programmering is dat hiermee alle waar-
den van de beleidsparameters voor iedere lengte van het plantijdvak be-
rekend kunnen worden. Dit is zowel van belang voor de nadere analyse van
de resultaten als voor de economische interpretatie.
- Het gebruiken van de methode van lineaire programmering voor het bere-
kenen van de optimale waarden van de beleidsparameters heeft boven het
gebruiken van de methode van dynamische programmering het voordeel dat
er standaardpakketten beschikbaar zijn. Wel moe[ nog een programma voor
het maken van het invoerbestand geschreven worden. Ook werd met het ge-
bruikte standaardpakket (LP 2900) geen oplossing verkregen als de geko-
zen grenzen voor de relevante ruimten "sterk" afweken van de achteraf
noodzakelijke.
- Vergelijken we de methode van lineaire programmering met die van dyna-
mísche programmering op basis van geheugenbeslag en rekentijd dan valt
deze vergelijking duidelíjk ten gunste van de methode van dynamische
programmering uit. De rekentijd met de methode van dynamische programme-
ring is hoogstens 10-25i van díe benodigd met de methode van lineaíre
programmering.
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3.5 Eigenschappen van de optimale beleidsparameters
in paragraaf 3.2 zijn reeds twee algemene eigenschappen vermeld waaraan
de optimale beleidsparameters voldoen. Deze eigenschappen, welke betrek-
king hebben op de invloed van proportionele veranderingen in meerdere
probleemparameters op de optimale beleidsparameters, bieden de mogelijk-
heid om de uit de berekeningen verkregen resultaten te generaliseren.
Voor het verkrijgen van eenvoudig berekenbare formules ter benadering
van de optimale beleidsparameters, hetgeen een van de doelstellingen van
dit onderzoek is, moeten ook de invloeden van veranderingen in de afzon-
derlijke modelparameters op de optimale beleidsparameters bekend zijn.
Bovendien zijn dan ook, zoals zal blijken, de invloeden van veranderin-
gen in de afzonderlijke probleemparameters op u-d, D-d, u-U en U-D van
belang.
De eerstgenoemde grootheid, u-d, zullen we in het vervolg aanduiden als
de omvang van het continueringsgebied, omdat indien het kassaldo op het
beslissingsmoment tot het interval [d,u] behoort er geen transactie
plaatsvindt. De verschillen D-d en u-U zijn bepalend voor respectieve-
lijk de minimale transactie-omvang bij een kassaldovermeerdering en de
minimale transactie-omvang bij een kassaldovermindering. Daarom zullen
wij deze grootheden in het vervolg ook als zodanig aanduiden. De laatst-
genoemde grootheid U-D noemen we de afstand tussen de twee terugkeerpun-
ten.
We beperken ons in deze paragraaf tot het vermelden van de belangrijkste
invloeden van veranderingen in de individuele probleemparameters op de
genoemde grootheden, zoals deze uit de verkregen berekeningen te distil-
leren zijn. Een analyse van de oorzaken wordt gegeven in hoofdstuk 8
waar deze invloeden ook nader onderzocht worden voor de ontwikkeling van
benaderingsformules.
Voor het bepalen van de invloed van een verandering in een probleempara-
meter op de relevante grootheden maken we gebruik van de resultaten ver-
kregen met dynamische programmering, zoals weergegeven in de tabellen
I.1 t~m I.6 van bijlage I(blz. 242 t~m 247) omdat we hiermee de waarden
voor alle beleidsparameters hebben kunnen berekenen.
Uit deze resultaten zijn een aantal duidelijke invloeden van veranderin-
gen in de waarden van de individuele probleemparameters op de waarden
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van de optimale beleidsparame[ers en de daarmee samenhangende grootheden
af te leiden. We zullen deze invloeden bespreken en met voorbeelden van
de resultaten uit bijlage I toelichten door de invloed van een vermeer-
dering van de volgende probleemparameters te analyseren:
a) de kosten van tekort;
b) de vaste transactiekosten;
c) de proportionele transactiekosten;
d) de standaardafwijking van de kassaldoveranderingen.
a) De invloed van de kosten van tekort
Uit de resultaten blijkt dat een vermeerdering van de kosten van tekort
een stijging van alle vier de beleidsparameters tot gevolg heeft. Even-
eens leidt dit tot een verkleining van het continueringsgebied indíen de
beleidsparameters niet samenvallen.
Voorbeelden van de genoemde effecten zijn te vinden in tabel 3.7 waarin
de optimale beleidsparameters zowel voor kosten van tekort gelijk aan
die van het in voorraad houden als voor kos[en van tekort gelijk aan
driemaal de kosten van het in voorraad houden voor bl - b2 - h en u- a
vermeld staan.
s - h s - 3h
a1-a2 d D U u d D U u
0 0,90u 0,90u 2,96u 2,96u 1,59u 1,59u 3,44u 3,44u
O,luh 0,46u 0,94u 3,Olu 3,51u 1,26u 1,62u 3,49u 4,OOu
uh -0,34u 1,36u 3,38u 4,93u 0,68u 1,93u 3,94u 5,48u
l0uh -2,43u 3,30u 5,30u 9,90u -0,46u 4,23u 6,23u 10,83u
Tabel 3.7 De optimale beleidsparameters voor bl - b2 - h en a- u
b) De invloed van de vaste transactiekosten
Zoals eveneens uit tabel 3.7 blijkt heeft een vermeerdering van de vaste
transactiekosten tot gevolg dat:
- De onderste controlegrens daalt en het onderste terugkeerpunt en de
bovenste controlegrens stijgen. De invloed op het bovenste terugkeerpu~it
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is echter, in tegenstelling tot de combinaties in tabel 3.7, in het al-
gemeen niet eenduidig.
- De omvang van het continueringsgebied stijgt doordat de controlegren-
zen zich in tegenovergestelde richting bewegen.
- De minimale transactíe-omvang zowel bij een kassaldovezmeerdering als
bij een kassaldoverminderíng duidelijk toeneemt.
c) De ínvloed van de proportionele transactiekosten
Een vermeerdering van de proportionele transactiekosten heeft duidelijk
een stijging van zowel het bovenste terugkeerpunt als van de bovenste
controlegrens tot gevolg, zoals ook uit tabel 3.8 blijkt waarin de opti-
male beleidsparameters voor al - a2 ~ uh en s- h gegeven worden. Omdat
de invloed van een vermeerdering van de variabele transactiekosten op de
twee andere beleidsparameters geringer is heeft een stijging van de va-
riabele transactiekosten een vergroting van het continueringsgebied tot
gevolg. Er is echter geen eenduidige invloed op de minimale transactie-
omvang.
a - u a- 3u
b1-b2 d D U u d D U u
0 -0,33u 1,34u 1,34u 2,93u -1,55u 1,15u 1,15u 3,79u
h -0,34u 1,36u 3,38u 4,93u -2,28u O,llu 4,12u 6,48u
5h -0,37u 1,39u 11,38u 12,90u -2,87u -0,62u 12,59u 14,94u
lOh -0,47u 1,42u 21,38u 22,87u -2,99u -0,69u 22,62u 24,98u
Tabel 3.8 De optimale beleidsparameters voor al a a2 s uh en s- h
d) De invloed van de standaardafwijking
Zoals eveneens uit tabel 3.8 blijkt heeft een vermeerdering van de stan-
daardafwijking een stijging van de bovenste controlegrens en een vergro-
ting van het continueringsgebied tot gevolg. Bovendien heeft een ver-
meerdering van de standaardafwijking in de meeste gevallen zowel een
vermeerderíng van de minimale transactie-omvang bij een kassaldovermin-
deríng als bij een kassaldovermeerdering tot gevolg.
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3.6 Slotopmerkingen en conclusies
In dit hoofdstuk zijn twee methoden voor het bepalen van de optimale
oplossing van het liquiditeitsprobleem besproken en is de optimale op-
lossing van een aantal combinaties van probleemparameters berekend.
Alvorens de belangrijkste conclusies uit dit hoofdstuk samen te vatten,
vermelden we eerst nog de uit de literatuur bekende resultaten voor het
berekenen van de optimale beleidsparameters indien er specifieke veron-
ders[ellíngen gemaakt worden omtrent de kansverdelingen van de kassaldo-
veranderingen en de mogelijkheden om de optimale beleidsparameters te
benaderen.
Wagner (1965) en Hochst~dter (1971) hebben de optimale beleidsparameters
analytisch bepaald bij alleen proportionele transactiekosten en een spe-
cifieke veronderstelling omtrent de kansverderling van de kassaldoveran-
deringen per periode. Wagner veronderstelt dat de kassaldoveranderingen
per periode uniform verdeeld zijn en gebruikt bij de bepaling het cri-
terium minimalisatie van de verwachte gedisconteerde kosten. Hochstádter
gaat uit van een exponentieel verdeelde kassaldoverandering en het cri-
terium minimalisatíe van de verwachte kosten per periode.
Aan he[ benaderen van de optimale beleidsparameters voor een produktie-
voorraadprobleem, met een zelfde structuur als het liquiditeitsprobleem,
is aandacht geschonken door Buhler (1979). Hij onderzocht een tweetal
benaderingen ter bepaling van de optimale beleidsparameters voor een
model met alleen proportionele aanpassingskosten waarin de planhorizon
naar oneindíg gaat. De ene is gebaseerd op een Taylor-benadering van de
kansverdeling van de vraag per periode, de andere op het uitgangspunt
dat de limietverdeling van de mogelijke toestanden aan het begin van een
periode een normale verdeling heeft. Beide benaderingen hebben het voor-
deel dat ze aanzienlijk minder rekentijd vergen dan voor het berekenen
van de optimale beleidsparameters met behulp van dynamische programme-
ring nodig is. Uit zljn onderzoek, waarín de vraag per periode onafhan-
kelijk en identiek Bèta verdeeld is, blijkt dat vooral de tweede benade-
ringsmethode goede resultaten geeft voor (bltb2)~(hts) c 5.
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Aan benaderingen voor de optimale beleidsparameters indien vaste trans-
actiekosten een rul spelen wordt eveneens aandacht geschonken door
Buhler (1979). Hij heeft, er van uitgaande dat een (dt,Dt,Ut,ut)-beleid
optimaal is, de ínvariante verdeling van de beginsaldo's als functie van
de beleidsparameters bepaald. Omdat deze verdelingsfuncties echter niet
door een analytisch hanteerbare uitdrukking weer te geven zijn, kunnen
ook de optímali[eitsvoorwaarden niet analytisch opgelost worden. Daarom
noemt hij de mogelijkheid om de optimale waarden van de beleidsparame-
ters te benaderen door gebruik te maken van Taylor-ontwikkelingen. Hij
geeft echter geen resultaten die betrekking hebben op de kwaliteit van
een dergelijke benaderíng.
Nu we de beschikbare methoden voor het bepalen van de beleidsparameters
besproken hebben, kunnen we de belangrijkste conclusies uít dit hoofd-
stuk als volgt samenvatten:
1. Zijn er alleen proportionele kosten aan een transactie verbonden dan
is het mogelijk, indien de verdelingsfunctie van de kassaldoverandering
per periode aan bepaalde voorwaarden voldoet, de optimale beleidsparame-
ters analytisch en met behulp van benaderingsmethoden te bepalen.
2. Zijn er zowel vaste als proportionele kosten verbonden aan een trans-
actie dan is lineaire programmeríng de voor de hand liggende methode,
indien het optimaal beleíd volledig gekarakteriseerd wordt door vier be-
leidsparameters, dan is dynamische programmering de aangewezen methode.
3. Indien het optimale beleíd volledig gekarakteriseerd kan worden door
de víer beleidsparameters dan geldt:
- een proportionele verandering van alle kostenparameters met een zelfde
factor heeft geen invloed op de waarden van de optimale beleidsparame-
ters;
- een proportionele verandering van de vaste transactiekosten, de ver-
wachtingswaarde en de standaardafwijking met een factor a heeft cen
zelfde proportionele verandering van de optimale beleidsparameters tot
gevolg.
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4. Zijn de kassaldoveranderingen per periode onafhankelijk en identiek
normaal verdeeld dan gaan we er van uit dat het optimale beleid volledig
gekarakteriseerd wordt door vier beleidsparameters.
5. Zijn de kassaldoveranderingen per periode onafhankelijk en identiek
normaal verdeeld dan hebben veranderingen in de waarden van de individu-
ele kostenparameters de volgende invloeden op de optimale beleidspara-
meters:
- een vermeerdering van de kosten van tekort leidt to[ een stij~in~ van
alle vier de beleidsparameters;
- de minimale transactie-omvang stíjgt als de vaste transactiekosten
toenemen;
- de afstand tussen de terugkeerpunten wordt groter als de proportionele
transactiekosten stijgen;
- een vermeerdering van de standaardafwijkíng heeft een vergro[ing van
het continueringsgebied tot gevolg.
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HOOFllSTUK 4
SUB-OPTIMALE BESLISSINGSREGELS VOOR HET LIQUIDITEITSPROBLEEM
4.1 Inleiding
In het voorafgaande hoofdstuk is het liquiditeitsprobleem geformuleerd
als een discreet stochastisch dynamisch optimaliseringsprobleem en zijn
de beleidsparameters berekend met de uit de literatuur hiervoor bekende
methoden van lineaire- en dynamische progammering. Gezien echter de om-
vang van het "rekenwerk" zijn de twee gehanteerde methoden voor prakti-
sche toepassing minder geschikt.
Wijzigt men bepaalde veronderstellingen van het in paragraaf 3.1 gefor-
muleerde liquiditeitsprobleem, dan is de optímale beslissingsregel voor
het gewijzigde probleem vaak aanzienlijk eenvoudiger te berekenen dan
die voor het in paragraaf 3.1 geformuleerde probleem. De berekende be-
slissingsregel is dan echter niet meer optimaal voor da[ probleem. Daar-
om zullen we de met gewijzigde veronderstellingen verkregen beslissings-
regels aanduiden als sub-optimale beslissingsregels.
Een nadere omschrijving van dit begrip geven we in paragraaf 4.2, waarin
we ook de keuze van de in de volgende hoofdstukken te bespreken sub-op-
timale beslissingsregels motiveren.
Voor het evalueren van de gekozen sub-optimale beslissingsregels voor
het liquiditeitsprobleem zal gebruik gemaakt worden van een op de gemíd-
delde verwachte kosten per periode gebaseerd criterium. De gebruikte
methode ter berekening van de gemiddelde verwachte kosten per periode
bij toepassing van de sub-optimale beslissingsregel op het in paragraaf
3.1 geformuleerde liquiditeítsprobleem wordt besproken in paragraaf 4.3.
Evenals voor de optímale beleidsparameters gelden er ook voor de ver-
wachte kosten per periode eigenschappen waardoor het mogelijk is de uit
de berekeningen verkregen resultaten te generaliseren. Genoemde eigen-
schappen en het hierop gebaseerde evaluatiecriterium zijn het onderwerp
van paragraaf 4.4.
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4.2 Sub-optimale beslissingsregels voor het liquiditeitsprobleem
Kenmerkend voor de te behandelen sub-optimale beslissingsregels voor het
líquiditeitsprobleem is dat ze aan de volgende voorwaarden voldoen:
a) ze zijn gebaseerd op veronderstellingen die slechts gedeeltelijk af-
wijken van de veronderstellingen van het in paragraaf 3.1 geformuleerde
liquiditeitsprobleem;
b) de berekening van de beleidsparameters van de sub-optimale beslis-
singsregel is duidelijk eenvoudlger dan de berekenlnK van de optímale
beleidsparameters;
c) te verwachten is dat de sub-optimale beslissingsregel, althans voor
een aantal combinaties van probleemparameters, bij toepassing op het
oorspronkelíjke liquiditeitsprobleem niet tot duidelijk hogere verwachte
kosten per periode leidt dan de minimaal verwachte kosten (C), die ont-
staan bij toepassing van de optímale beslissingsregel.
Aan het evalueren van sub-optimale beslissingsregels is ook aandacht ge-
schonken in de voorraad- en in de produktie-voorraadtheorie. Een aantal
van de in de genoemde theorieën gebruikte modelformuleringen vertoont
een grote mate van overeenkomst met het in het vorige hoofdstuk behan-
delde strategische liquiditeitsprobleem.
Uit de resultaten van de genoemde evaluaties blijkt dat het mogelijk is
om eenvoudig berekenbare beslíssingsregels af te leiden die bij toepas-
sing nauwelijks hogere verwachte kosten per periode tot gevolg hebben
dan indien men de optimale beslissingsregel zou hebben toegepast. Deze
resultaten hebben er toe geleid ook een aantal sub-optimale beslissings-
regels voor het liquiditeitsprobleem te construeren.
De ín hoofdstuk 5 te bespreken sub-optimale beslissingsregels zijn af-
komstig uit de voorraadtheorie. Hoewel er een belangrijk verschil is
tussen de veronderstellingen die ten grondslag liggen aan de voorraad-
theorie en de liquiditeitstheorie, doordat de stochastische veranderin-
gen in de voorraadtheorie (mogelijke realisaties van de vraag) alleen
maar positieve waarden aan kunnen nemen, is er in de financiële litera-
tuur toch uigebreid aandacht geschonken aan de genoemde voorraadtheore-
tische benadering. Zoals uit de resultaten zal blijken is een dergelijke
benadering bij een kleine variatie-coëfficiënt ook gerechtvaardigd.
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Bij de in hoofdstuk 6 te bespreken sub-optimale beslissingsregel gaan we
er vanuit dat de klasse van toegelaten beslissingen beperkt is tot de
klasse van lineaire beslissingsregels. Een dergelijke beslíssingsregel
is echter alleen maar optimaal bij een kwadratísche doelstellingsfunctie
en dus niet bij de voor het liquidíteitsprobleem geldende doelstellings-
functie. Vooral in de duitstalige literatuur, met name door Buhler
(1979), Inderfurth (1977), Schneeweiss (1977) en Schneider (1979), is
veel aandacht geschonken aan de toepassing van deze regel op produktie-
voorraadproblemen met een identieke structuur als het liquiditeitspro-
bleem. Goede resultaten zijn met deze beslissingsregel verkregen voor de
gevallen waarin de verwachtíngswaarde van de exogene veranderingen (af-
wijkingen van een bepaalde vraag) gelijk aan nul is en de kosten van
endogene veranderingen (produktie-aanpassingen) alleen maar proportio-
neel zijn. Op grond van deze resultaten hebben we besloten ook de líne-
aire besLissingsregel als alternatief [e evalueren.
De in hoofdstuk 7 te bespreken beslissingsregel is gebaseerd op de uit
de technische wetenschappen afkomstige besturingstheorie waarin men er
vanuít gaat dat zowel de controle als de bijsturing continu plaatsvindt.
Het voordeel van het modelleren van financiële problemen op een overeen-
komstige wíjze, hetgeen steeds vaker gebeurt in de financiële litera-
tuur, is dat het in een aantal gevallen mogelijk is de resultaten in een
eenvoudige formule weer te geven, waardoor de interpretatie vereenvou-
digd en de toepassing bevorderd wordt. Aan de consequentíes van het uit-
gangspunt continue controle en bijsturing voor het modelleren van pro-
blemen die een periodiek karakter hebben, wordt in de financiële litera-
iu~i~ f,rlil~~i n:uiwt~lLJks aandacht geschonken. Uoor het evalue~reu v~n e~~n
op een continue benadering gebaseerde beslíssíngsregel hopen wij hiertoe
een bijdrage te leveren.
4.3 Berekening van de verwachte kosten per periode
Om de sub-optimale beslissingsregels te kunnen evalueren zullen de ge-
middelde verwachte kosten per periode zowel bij toepassing van de opti-
male als bij toepassing van de sub-optimale beslissingsregels bekend
moeten zijn.
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In deze paragraaf wordt een methode besproken voor het berekenen van de
verwachte kosten per periode, ervan uitgaande dat de sub-optimale be-
slissingsregel volledig gekarakteriseerd wordt door dezelfde vier be-
leidsparameters als de optimale beslissingsregel. Aan dit uitgangspunt
wordt voldaan door de vooraadtheoretische benadering en de benadering
die gebaseerd is op continue bijsturing. De lineaire beslissingsregel
voldoet niet aan het genoemde uitgangspunt; de verwachte kosten per
periode bij toepassing van deze beslissingsregel volgen rechtstreeks uit
het ín hoofdstuk 6 te bespreken model.
Voor het berekenen van de verwachte kosten per periode bíj toepassing
van een sub-optimale beslissingsregel moeten de overgangskansen en de
invariante kansen bij toepassing van deze regel bekend zijn. Hiertoe
noteren we de kans dat het kassaldo aan het begin van periode ttl: X(j)
bedraagt, gegeven het kassaldo aan het begin van periode t X(i), en dat
van de vier beleídsparameters dít beleid aangegeven worden door: dB,
UB en uB, overeenkomstig (3.6) als:
DB,
pij ~~ P[Xttl ~ X(j)~XC ~ Xíi). dB~DB.UB.uB] (4.1)
De kans dat gegeven de waarden van de beleidsparameters het kassaldo in
de evenwichtstoeatand de waarde X(i) aanneemt:
nB :- lim P[Xt - X(i) IdB,DB,UB,uB]
t-~m
is nu te bepalen uit:
N
E nB - 1
1-1 i
B N B B
a j ~ ia1 tri ijP j ~ 2,3,...,N
(4.2)
(4.3)
Bedraagt het kassaldo aan het begin van een periode X(i), dan zijn de
verwachte kosten in die periode gegeven de beleidsparameters:
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al t bl(DBX(i)) t L(DB) , indien X(i) ~ dB;
CB(i) - L(X(i))
a2 - b2.(UBX(i)) t L(UB) ,
dB c X(i) C uB ;
(4.4)
X(i) ~ uR.
De verwachte kosten per periode in de evenwichtstoestand gegeven de be-
leidsparameters (CB), is nu te bepalen uit:
N
CB - E aB.CB(i)
i-1
(4.5)
Voor het berekenen van de verwachte kosten per periode bij toepassing
van de sub-optimale beslissingsregel moeten, evenals bij de berekeningen
met de methode van lineaire programmering in paragraaf 3.3, de kassaldo-
veranderingen, de toestandsruimte en de beslissingsruimte gediscreti-
seerd worden.
Om de invloed van de discretisering op de verwachte kosten per periode
te onderzoeken, zijn voor een aantal combinaties van probleemparameters
de minimaal verwachte kosten per periode voor verschillende waarden voor
de z berekend. De resultaten hiervan staan vermeld in de tabellen III.1
t~m III.3 van bijlage III (blz. 252) en gedeeltelijk in tabel 4.1.
a zl C(zl) z2 C(z2) pC(z)~`)
0,5u 0,2u 0,636uh O,OOSu 0,635uh -O,OOluh
u 0,2u 1,271uh O,OIU 1,270uh -O,OOIUh
3u 0,5u 3,804uh 0,03u 3,811uh 0,007yh
Tabel 4.1 De invloed van discretisering op de verwachte kosten per peri-
ode voor al - a2 - bl - b2 - 0 en s~ 3h.
~) 4C(z) - [ C(z2) - C(zl)]
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In tabel 4.1 staan de verwachte kosten indien er geen transactiekosten
zijn omdat de verwachte voorraadkoaten dan ook te berekenen zijn door
gebruik te maken van een tabel voor de standaard normale verdeling.
llit de tabellen III.1 t~m III.3 en tabel 4.1 hlijkt dat de relatieve
invloed van de discretisering op de verwachte kosten per període bij de
voor zl gegeven waarden vrij gering is. Weliswaar is de absolute invloed
bij de voor o~ 3y gekozen waarde duidelijk groter dan de voor o- 0,5y
en v~ u gekozen waarden van zl, maar dit word[ gedeeltelijk gecompen-
seerd door de hogere verwachte kosten die bij a- 3u optreden.
Op grond van de verkregen resultaten zijn, rekeninghoudend met de reken-
tijden, voor de berekening van de verwachte kosten per periode bij een
verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul dezelfde waar-
den voor de relevante grootheden gekozen als bij de methode van lineaire
programmering (zie tabel 3.2 (blz. 59). Voor de berekeningen van de ver-
wachte kosten per periode bij een verwachte kassaldoveranderinq per pe-
riode gelijk aan nul is gekozen voor de volgende waarden van de rele-
vante grootheden:
z a 0.2a K(1) --3.Oa M- 31
Omdat uit de resultaten gebleken is, dat de discretisering met de geko-
zen waarden slechts een geringe invloed heeft op de verwachte kosten per
periode, zullen wij er bij de evaluatie van de beslissingsregels verder
geen aandacht aan schenken.
4.4 Het evaluatiecriterium
Om uitspraken te kunnen doen over de kwaliteit van de sub-optimale be-
slissingsregel als benadering voor de optimale beslissingsregel zal er
een criterium gehanteerd moeten worden. Bij de formulering van dit cri-
terium maken we gebruik van het feit dat, indien voor de beleidsparame-
ters de proportlonaliteitseigenschappen gelden er ook voor de verwachtP
kosten per periode bij toepassing van de beslissingsregel eigenschappen
gelden waardoor het mogelijk is de uit de berekeningen verkregen resul-
taten te generaliseren.
al
Eigenschap 4.1 Voldoen de beleidsparameters van de te hanteren beslis-
singsregel aan de eigenschap dat een proportionele verandering van alle
kostenparameters met een factor a geen invloed heeft op de waarde van de
beleidsparameters, dan heeft een proportionele verandering van alle kos-
tenparameters met een factor a dezelfde proportionele verandering van de
verwachte kosten per periode tot gevolg:
CB(ah,as,aal.~a2.abl.~b2~u~a) ~ a.CB(h~s.al.a2~bl~b2~u~o)
Dat deze eigenschap geldt is als volgt in te zien. Omdat een proportio-
nele verandering van de kostenparameters geen invloed heeft op de be-
leidsparameters blijft de invariante verdeling ongewijzigd. De verwachte
kosten per periode gegeven een bepaald kassaldo veranderen echter even-
redig met de kostenparameters zoals direct uit formules (4.4) en (2.13)
volgt.
Eigenschap 4.2 Voldoen de beleidsparameters aan de eígenschap dat een
proportionele verandering van de vaste transactiekosten en de parameters
van de verdelingsfunctie met een factor a leidt tot dezelfde verandering
van de beleidsparameters, dan heeft een proportíonele verandering van de
genoemde probleemparameters met een factor a dezelfde proportionele ver-
andering van de verwachte kosten per periode tot gevolg:
CBíh~s~aal.aa2.bl~b2,~v.aa) ~ a.CB(h~s.al.a2.bl.b2.v.o)
Dat deze eigenschap geldt is als volgt te zien. Discretiseren we de toe-
standsruimte als in (3.3) dan blijven de overgangswaarschijnlijkheden
ongewijzigd waardoor ook de invariante verdeling dezelfde blijft. De
verwachte kosten per periode, gegeven een bepaald kassaldo, veranderen
echter evenredig met dezelfde factor zoals uit (4.4) en (4.5) volgt.
Heeft de sub-optimale beslissingsregel een structuur welke overeenkomt
met die van de optimale beslissingsregel, dan geeft het verschil tussen
de waarden van de met de sub-optimale beslissingsregel berekende be-
leidsparameters en de waarde van de overeenkomstige optimale beleídspa-
rameter reeds een indicatie van de kwaliteit van de sub-optímale beslis-
singsregel.
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Bij de analyse van,de genoemde verschillen maken we gebruik van het sym-
bool A dat de volgende betekenis heeft:
~S : waarde van beleidsparameter S volgens sub-optimale beslissingsregel
minus waarde van de optimale beleidsparameter S.
Een voor de hand liggend cri[erium voor het evalueren van sub-optimale
beslissingsregels is het verschil in gemiddelde verwachte kosten per
periode dat ontstaat door toepassing van de sub-optimale beslissingsre-
gel in plaats van de optimale. Dit criterium heeft echter als nadeel dat
algemene conclusies niet mogelijk zijn omdat het verschil, indíen aan de
in 4.1 en 4.2 genoemde voorwaarden wordt voldaan, afhankelijk is van de
absolute waarden van de probleemparameters. Dit nadeel is niet aanwezig
als men met het relatieve verschil in gemiddelde verwachte kosten per
periode werkt en de beleidsparameters aan de in 4.1 en 4.2 genoemde
voorwaarden voldoen, omdat dan alleen de verhoudingen t~issen de prcr-
bleemparameterv van belanl; zi.jn. Met laatat~;ennemde maatst:~f zulli~n we
dan ook in eerste instantie de sub-optimale beslissingsreRels evalueren.
We doen dit door het berekenen van de procentuele afwijkingen van de
minimaal verwachte kosten per periode die ontstaan door het toepassen
van de sub-optimale beslissingaregel.
Voor het berekenen van de waarden van het geintroduceerde evaluatiecri-
terium zijn de minimaal verwachte kosten per periode van belang. Deze
zijn, evenals de kansen op een transactie, reeds bekend uit de bereke-
ningen met de methode van lineaire programmering. Genoemde kosten en
kansen op een transactie worden voor de in tabel 4.1 genoemde parame[er-
combinaties gegeven in bijlage IV (blz. 253 t~m 260). Hierin wordt, om-
dat dit voor de nadere analyse van het verschil tussen de optimale- en
sub-optimale besliasingsregels van belang is, een onderscheid gemaakt
tussen de verwachte voorraadkosten per periode (CV) en de verwachte
transactiekosten per periode (CT). Een voorbeeld van de resulta[en wordt
gegeven in tabel 4.2.
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a1-a2 P[v~OJ P[v~0] C~ CT C
0 0,964 0,014 0,396uh O,OOOuh 0,396uh
O,luh 0,920 0,004 0,398uh 0,092uh 0,490uh
uh 0,470 ~ 0,600uh 0,470uh 1,070uh
l0uh 0,158 ~ 1,604uh 1,582uh 3,186uh
Tabel 4.2 De kans op een transactie (~ : ~ 0.001) en de verwachte kosten
per periode bij een optimaal beleid en bl L b2 - U, s~ h, en o- 0,5u
In deze tabel zíjn de verwachte kosten per periode, die berekend zijn
met u- 1 en h- 1, op grond van de proportionaliteitseigenschap gege-
neraliseerd en uitgedrukt in uh.
Zoals uit deze tabel blijkt is bij een variatiecoëffíciënt van 0,5 de
kans op een transactie die een kassaldovermindering tot gevolg heeft erg
klein en bestaan de verwachte transactiekosten per periode voornamelijk
uit de transactiekosten verbonden met een kassaldovermeerdering.
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HOOFDSTUK 5
EEN VOORRAADTHEORETISCHE BENADERING VOOR HET LIQUIDITEITSPROBLEEM
5.1 Inleíding
Aan "de voorraadtheoretische benadering" worden in de financiële litera-
tuur twee verschillende betekenissen toegekend. Gebruikt men het begrip
in de meer algemene betekenis dan gaat men er vanuit dat het aanwezige
kassaldo beschouwd kan worden als een voorraadgrootheid en dat de reali-
saties van de kassaldoveranderingen zowel positief als negatief kunnen
zijn.
In de omschreven betekenis wordt het begrip meestal gebruikt om een on-
derscheid te maken tussen methoden voor het oplossen van het liquidi-
teitsprobleem als besproken in hooEdstuk twee en nljvoorbei.ld plannín};s-
methoden als besproken in hoofds[uk een.
In dit hoofdstuk gebruiken wij het begrip in de meer specifieke beteke-
nis, namelijk dat voor het oplossen van het liquíditeitsprobleem gebruik
gemaakt wordt van modellen en resultaten uit de voorraadtheorie.
De in de financiële literatuur gehanteerde voorraadtheoretische modellen
voor het oplossen van het liquiditeitsprobleem kunnen verdeeld worden in
modellen die dienen ter bepaling van de optimale transactiekas en mo-
dellen die dienen ter bepaling van de optimale voorzorgskas. Bij de mo-
dellen die ontworpen zijn ter bepaling van de optimale transactiekas
wordt het aan te houden kassaldo bepaald door een afweging [e maken tus-
sen de voorraad- en de transactiekosten. Kenmerkend voor de meeste mo-
dellen die dienen ter bepaling van de optímale transactiekas is het uit-
gangspunt da[ de kassaldoveranderingen per periode bekend zijn en dat de
bijsturing op elk tijdstip kan plaatsvinden.
Bij de modellen ter bepaling van de optimale voorzorgskas ligt het ac-
cent op de invloed van het stochastische karakter van de kassaldoveran-
dering op het aan te houden kassaldo. In deze modellen vindt er een af-
weging plaats tussen de verwachte kosten die samenhangen met het aanhou-
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den van een kassaldo en de verwachte kosten die gemaakt moeten worden
bíj "noodfinanciering" indien het kassaldo onvoldoende blijkt te zijn om
aan de betalingsverplichtingen te voldoen. Kenmerkend voor de meeste op
de voorraadtheorie gebaseerde modellen ter bepaling van de voorzorgskas
is het een-periodekarakter. Een uitzondering hierop is de bijdrage van
Tsiang ( 1969). Bij hem staat de tijd die nodig i s voor het verkrijgen
van additionele middelen via onderhandelingen centraal. Aan de modellen
ter bepaling van de optimale voorzorgskas zullen we verder geen aandacht
schenken omdat deze modellen meer betrekking hebben op de aan te houden
hoeveelheid liquiditeiten dan op de verdeling van de beschikbare liqui-
diteiten.
F.en van de hekendste toepassingen van resultaten uit de voorraadtheorie
op het liquiditeitsprobleem is afkomstig van Baumol (1952). Ter inlei-
ding van zijn artikel motiveert Baumol dezè methode als volgt: "A stock
of cash is its holders inventory of the medium of exchange, and like an
inventory of a commodity, cash is held because it can be given up at the
appropriate moment, serving then as its possessor's part of the bargain
in an exchange". Mede dank zij de bijdrage van Baumol wordt, ondanks de
beperkende veronderstellingen, in veel financiéle handboeken aandacht
besteed aan het toepassen van de uit de voorraadtheotie afkomstige re-
sultaten voor de bepaling van het aan te houden kassaldo [bijvoorbeeld:
Brealey en Myers (1981) en Weston en Brigham (1981)]. Hiervoor zijn als
r,~denen te noemen:
1~ de ruime aandacht die de voorraadmodellen ter bepaling van de trans-
actie- en voorzorgsvraag gekregen hebben in de financiële tijdschriften;
-2~ de bijdrage die deze benadering kan leveren ter verduidelijking en
oplossing van zowel de korte als de lange termijn financiële plannings-
problematiek;
í~3 de eenvoudíge toepasbaarheid.
Aan de voorraadtheoretische benadering van het meer-periodenprobleem met
stochastische kassaldoveranderingen per periode wordt in de financiële
literatuur echter geen aandacht besteed. Dit is opmerkelijk omdat, zoals
uit de tabellen van bijlage I(blz. 242 t~m 250) blijkt, het optimale
liquiditeitsbeleid vaak gekarakteriseerd kan worden door dezelfde be-
leidsparameters als het voorraadbeleid.
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In dit hoofdstuk zal op twee manieren aandacht geschonken worden aan
voorraadtheoretische benaderingen van het liquiditeitsprobleem. Eerst
door in paragraaf 5.2 een beschrijvíng te geven van de bekendste voor-
raadtheoretische modellen ter bepaling van de optimale transactiekas.
Vervolgens wordt in 5.3 onderzocht of de .door Wagner, 0'Hagan en`Lundh
(1965) ontwíkkelde empirische beslissingsregel bruikbaar is voor het
liquiditeítsprobleem. Hiertoe wordt deze beslissingsregel in paragraaf
5.3 besproken en in paragraaf 5.4 geévalueerd en bruikbaar gemaakt tot
een alternatief voor het optimale beleid.
5.2 Bepaling van de optimale transactiekas
De bekendste bijdragen voor het bepalen van de optimale transactiekas~- --
werden onafhankelijk van elkaar gepubliceerd door Baumol (1952) eq,Tobin
~-~(1956). Het belangrijkste verachil tussen deze bijdragen is de wijze
waarop het probleem wordt opgelost. Tobin gebruikt een direct op het
liquidíteitsprobleem gerichte methode. Hierdoor kan hij, in tegenstel-
ling tot Baumol, ook rekening houden met de transactiekosten die verbon-
den zijn met het beleggen van een gedeelte van het beschikbare kassaldo.
Omdat Tobin's probleemstelling een betere aansluiting geeft aan het in
paragraaf 3.2 geformuleerde liquiditeitsprobleem dan de voorraadtheore-
tische probleemetelling van Baumol en omdat Tobin's methode een moge-
lijkheid biedt om de voor- en nadelen van de voorraadtheoretische bena-
dering te illustreren zullen we eerst de door Tobin gebruikte methode
toepassen.
Tobin's methode
In overeenstemming met het in paragraaf 3.1 geformuleerde liquiditeits-
probleem, veronderstellen we echter in tegenstelling tot Tobin:
dat er niet alleen opbrengsten verkregen worden uit de belegde midde-
len doch ook uit de kasmíddelen;
~b.ldat de kosten van een transactie verbonden aan een saldovermeerdering
in het algemeen niet gelijk zijn aan die verbonden aan een saldovermin-
dering.
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Evenals Tobin veronderstellen we dat tekorten niet toegestaan zijn, om-
dat het wijzigen van deze veronderstelling de resultaten onnodig gecom-
pliceerd maakt.
Het uítgangspunt bij de probleemstelling í s dat er op een bepaald tijd-
stíp een kassaldo aanwezig is, waarmee aan de constante vraag naar kas-
middelen gedurende een periode voldaan kan worden. We stellen de lengte
van deze periode gelijk aan één (tíjdseenheid). De vraag per tijdseen-
heid is gelijk aan K. Voor het bepalen van een optimaal beleid moeten er
twee vragen beantwoord worden:
~Is het optimaal om een gedeelte van het aanwezige kassaldo te beleg-
gen?
~~~ Zo ja, welke transacties moeten er dan plaatsvinden?
Voor de oplossing van het probleem definiëren we de volgende nieuwe va-
riabelen:
IZw: netto opbrengst gedurende de periode, índien er gedurende die perio-
de w transacties plaatsvinden;
c: opbrengst per geldeenheid in kas per tijdseenheid;
r: opbrengst per belegde eenheid per tijdseenheid (r ~ c);
t0: het tijdstip waarop eventueel een transactie naar korte termijnbe-
leggingen plaatsvíndt (tp - 0);
tl: de fractie van de tijdseenheid gedurende welke de kasmiddelen min-
stens belegd moeten blijven om een opbrengst te genereren die gelijk
ís aan de te maken variabele transactiekosten;
tí: het tijdstip waarop eventueel door een transactie een vermeerdering
van het kassaldo plaatsvindt, met 0~ ti c 1 en i~ 2,3,...,w.
Uit de definítie van c en r en de defínitie van h in paragraaf 2.2
volgt: h- r-c en uit de definitie van tl volgt:
tl - h
blfb2
omdat de proportionele transactíekosten verbonden met het tíjdelijk be-
le};gen bl f b2 per belegde geldeenheid bedragen en omdat bij een opti-
maal beleid de extra opbrengst door te beleggen minstens hieraan gelijk
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moeten zijn. Uit (5.1) volgt dat bl f b2 ~ h een noodzakelijke voorwaar-
de is voor het plaatsvinden van transactiea bij een optimaal beleid.
De netto opbrengst over het aan het begin van een periode beschikbare
kassaldo, indien er w transacties worden uitgevoerd, wordt bepaald in
bijlage D(blz. 216). Hierin wordt ook bewezen da[ bij een optimaal be-
leid het tijdetip waarop door een transactie een vermeerdering van het
kassaldo plaatsvindt, indien er in totaal w transacties worden uitge-
voerd, te bepalen is uit:
i-1
ti ' tl } W (1-tl), voor 1~ 2,3,...,w (5.2)
Hieruit volgt dat, indien er op tijdstip nul een transactie van kas naar
de korte termijnbeleggingen plaatsvindt, de belegde middelen gedurende
het tijdsinterval [t2,1) op equidistante tijdstippen en dus ook in ge-
lijke hoeveelheden weer worden omgezet in kasgeld.
Ook blijkt dat de opbrengst bij w transacties gelijk is aan:
b tb
Rw ~ Zw .K.h.(1- lh 2)2 - (a2f(w-1).al) ~ (5.3)
indien w~ 2 en h ~ bl -E b2.
Om de gestelde vraag of het optimaal is een gedeelte van het aanwezige
kassaldo te beleggen te beantwoorden, moeten we eerst het aantal trans-
acties bepalen en de daarbij behorende opbrengst. Hiertoe bepalen we de
marginale opbrengat voor w ~ 2 en h~ bl t b2 door gebruik te maken van:
ARw - R~1 - Rw
Uit (5.3) volgt nu
K.h bl}b2 2~Rw z 2w(wtl) .(1- h)- al
Omdat de eerate term rechts van het gelijkteken een dalende functie van
w is, welke tot nul nadert als w naar oneindig gaat, is het optimale
aantal transacties, indien er transacties uitgevoerd worden, te bepalen
89
met behulp van de hoogste waarde van w waarvoor geldt ~Rw ~ al. Hieruit
volgt:
w-'l, inJicn a~ ~ 1z K.h(l- ~h Z)1
btb btb
w- 3, indien 12 K.h(1- lh 2)Z ~ al ~ 24 K.h(1- lh 2)2 (5.4)
bfb bfb
w- 4, indien 24 K.h(1- lh 2 ) ~ al ~ 40 K.h(1-
lh 2)2
etc.
Omdat de opbrengst over het kassaldo, indien er geen transacties uitge-
voerd worden, gelijk is aan RO - 0,5 x K.c, kan het optimale beleid nu
bepaald worden door met elkaar te vergelijken de opbrengst bíj geen
transacties en de opbrengst bij het aantal transacties dat uít (5.4)
volgt.
Uit het voorafgaande volgt niet alleen dat h~ bl t b2 bij een optimaal
beleid een noodzakelijke voorwaarde voor het plaatsvinden van transac-
ties is, maar ook dat, gegeven h~ bl t b2, dit beleid nog afhangt van
de omvang van zowel de proportíonele als de vas[e transactiekosten, de
vraag naar kasgeld per tijdseenheid en de opbrengst over het kassaldo en
de belegde middelen. Door de omvang van de genoemde probleemparameters
wordt niet alleen bepaald of er een transactie plaatsvindt maar ook het
aantal.
De voorraadtheoretische bepalinq van de optimale transactieskas
Bij het toepassen van voorraadtheoretische benaderingen op het liquidi-
teitsprobleem, gebruiken we een subscript v om een onderscheid te maken
tussen de beleidsparameters díe gelden voor het optímale beleid zoals
bepaald in hoofdstuk 3 en die welke gelden voor een voorraadtheoretische
benadering:




Dv : onderste terugkeerpunt indien dit bepaald wordt door een voorraad-
theoretische benadering.
Bovendien introduceren we een variabele Qv voor het verschil tussen de
twee beleidsparameters: Qv z Dv - dv. In een model waarin de bijsturing
continu plaatsvindt is Qv gelijk aan de transactie-omvang.
De door Baumol gebruikte voorraadtheoretísche benadering van het gestel-
de probleem wordt verkregen door te veronderstellen, dat er geen trans-
actiekos[en verbonden zijn aan het kopen van korte [ermijnbeleggin-
gen (a2 - 0 en b2 ~ 0) en dat de vraagsnelheid K geldeenheden pec tijds-
eenheid bedraagt. Uitgaande van deze veronderstelling is het optimaal om
het kassaldo door een transactie te vermeerderen als het nul geworden is
(dv ~ 0) en is het onderste terugkeerpunt (Dv - Qv) te bepalen door het
minimaliseren van de gemíddelde kosten per tijdseenheid:
C(Qv) a a1.KIQv f b1.K t 0,5.Qv.h (5.5)
Hierín zijn de eerste twee termen rechts van het gelijkteken respectie-
velijk de gemiddelde vaste en de gemiddelde variabele transactiekosten
per tijdseenheid en is de derde term gelijk aan de gemiddelde vooraad-
kosten per tijdseenheid. Immers het gemiddeld aantal transacties per
tijdseenheid bedraagt K~Qv, de gemiddelde transactie-omvang per tijds-
eenheid K eenheden en de gemiddelde voorraad per tijdseenheíd O.SQv een-
heden.
Differentiatie van C(Qv) naar Qv en dít gelijk gesteld aan nul geeft~
Dv - (2a1K~h)0'S (5.6)
Dit resultaat, dat overeenkomt met de bekende "Economic lot size" formu-
le uit de voorraadtheorie, kan ook uit het Tobin-model, indien men a2 -
b2 z 0 stelt, worden afgeleid en een groot aantal perioden in de be-
schouwing betrekt.
Een nadeel van het gebruikmaken van de voorraadtheoretische benadering
voor het oplossen van het liquiditeitsprobleem is dat er in feite alleen
maar rekening gehouden wordt met de vaste transactiekosten verbonden aan
het verkopen van korte termijnbeleggingen, doch nie[ met de andere
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transactiekosten. Hierdoor blijft de vraag of het wel optimaal is een
bedeelte van het kassaldo te beleggen buiten de beschouwing.
Een ander nadeel van het gebcuik maken van een voorraadtheoretische be-
nadering voor het liquiditeitsprobleem wordt veroorzaakt door het hier-
bij gebruíkte kostenbegrip. Het alternatief in deze modellen ís immers
het continue omzetten van korte termijnbeleggingen naar kas met een
snelheid die gelijk is aan die van de vraag. Maar dit alternatief is
niet realistisch omdat dit tot oneindig hoge transac[iekosten leidt.
Bovendien heeft het werken met voorraadkosten in de financiële litera-
tuur geleid tot onjuiste bepalingen van de beleidsparameters bij toepas-
sing van de voorraadtheoretische benaderíng op liquiditeitsproblemen
waarbij tekorten zijn toegestaan. De fout die hierbij gemaakt wordt door
o.a. Rama Sastry (1970) en Lockyer (1973) is dat zij bij het gebruikma-
ken van kredietfaciliteiten geen rekening houden met het feit dat daar-
door de aanwezige middelen langer belegd kunnen blijven. Door bij de
bepaling van de optimale beleidsparameters uit te gaan van opbrengstma-
ximalísatie in plaats van kostenminimalisatíe voorkomt men de genoemde
problemen waar ook reeds op gewezen werd door Tobin (1956) en Wrightsman
en Terninko (1971).
(hn dit aan te tonen bepalen we de optimale beleídsparameters dv en llv,
indien tekorten zijn toegestaan. Hiertoe definiëren we:
i: te betalen rente per geldeenheid tekort per tijdseenheid (i ~ r).
Op grond van de veronderstellingen (r ~ c) en (i ~ r) zal altijd gelden
dv t 0 en Dv ~ 0. Immers dv ~ 0 impliceert bij continue bijsturing het
onnodig aanhouden van voorraden terwijl Dv ~ 0 dan een permanent tekort
tot gevolg heeft. De omvang van de transactiekas indien tekorten zijn
toegestaan wordt weergegeven in figuur 5.1.
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Figuur 5.1 De omvang van de transactiekas indien [ekorten zijn toege-
staan
De kosten per tijdseenheid, indien het weergegeven beleid over een vol-
doend lange periode gevoerd wordt, bedragen:
C(Qv,Dv) a a~K f b1.K t DZ . Qv .(r-c) t 4v2Dv . ~-Dv .(i-r)
v 4v (5.7)
Evenals in (5.5) ís de som van de eerste twee termen rechts van het ge-
lijkteken gelijk aan de gemiddelde transactiekosten per tijdseenheid. De
derde term is gelijk aan de gederfde opbrengst door het gemiddeld ter
beschikking staan van Dv~2 geldeenheden gedurende Dv~Qv gedeelte van een
tijdseenheid. De vierde term is op een overeenkomstige wíjze als de der-
de gelíjk aan de kosten van tekort.






Qv ~ (2a1.K.c(hfs)~h.s)~'S (S.lU)
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Uit een vergeli.jking tussen deze resultaten en (5.6) volgt dat indien er
tvknrtc~n tcre~estaan zijn dc~ transactíe-omvanR een factor (hfs~s)U'S
~;rcrter is dnn indícn clit n[et het geval is. Bovendien volgt eruit, dat
de waarde van de beleidsparameter D~ een factor (s~hts)0'S kleiner is
dan indien tekorten niet zijn toegestaan, terwijl de waarde van de be-
leidsparameter dv nu negatief in plaats van nul is.
5.3 Een voorraadtheoretische benadering voor het líquiditeitsbeleid; de
benaderingsformules van Wagner c.s.
De belangrijkste verschillen tussen het in paragraaf 3.2 geformuleerde
liquiditeitsprobleem en het liquiditeitsprobleem dat ten grondslag lígt
aan de voorraadtheoretische benadering van de optimale transactiekas,
zoals behandeld in paragraaf 5.2, zijn de veronderstellingen met betrek-
king tot de kassaldoverandering per periode en de mogelijkheid tot bij-
sturing. Is de kassaldoverandering in het oorspronkelijke probleem een
stochastische grootheid, in het voorafgaande model is dit een determi-
nistische grootheid. Bovendien vindt in het voorafgaande model direct
bijsturing plaats op het moment dat de onderste controlegrens bereikt
wordt.
Zoals reeds in de inleiding van dit hoofdstuk werd opgemerkt, wordt er
in de financiële líteratuur alleen maar aandacht geschonken aan een
voorraadtheoretische benadering van het liquiditeitsprobleem met een
stochastische kassaldoverandering en periodieke bijs[uring door gebruik
te maken van eenperiode-modellen waarbij bovendien de transactiekosten
buiten beschouwing blijven.
Uit de resultaten van de berekeningen, gemaakt in hoofdatuk 3 welke te
vinden zijn in de bijlagen I en IV (blz. 242 t~m 25Q en blz. 253 t~m
260) blijkt echter het volgende:
Is de verwachte kassaldoverandering per període groter dan nul en is de
variatie-coëfficiënt relatief klein, of zijn de variabele transactiekos-
ten relatief groot, dan wordt een optimaal beleid alleen gekarakteri-
seerd door de beleidsparameters d en D, of is de kans klein dat er een
kassaldovermindering door middel van een transactie moet plaatsvinden,
zodat het verwaarlozen van de beleidsparameters U en u nauwelijks in-
vloed heeft op de verwachte kosten per periode. Indien de genoemde voor-
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waarden gelden kan daarom een voorraadtheoretische benadering goede re-
sultaten geven voor het liquiditeitsbeleid.
Dat er in de financiële literatuur geen aandacht keschonken wordt aan
het oplossen van het díscrete stochastische liqutdtteitsprubleem door
gebruik te maken van een voorraadtheoretische benadering Ls te verklaren
door het feit dat ook de voorraadtheorie geen analytisch oplosbare for-
mules voor de optimale beleidsparameters levert. Wel zijn er in de voor-
raadtheorie eenvoudig berekenbare benaderingsformules voor de optimale
beleidsparameters beschikbaar. Door toepassing van de door Roberts
(1962) en Wagner, 0'Hagan en Lundh (1965) op een normale verdeling geba-
seerde benaderingsformules willen we onderzoeken in hoeverre deze bruik-
baar zijn voor het liquiditeitsprobleem indien de probleemparameters aan
de hiervoor vermelde eigenschappen voldoen.
Is de vraag per periode onafhankelijk en identiek normaal verdeeld dan
kunnen het optimale bestelpunt (dv) en het optimale terugkeerpunt (Dv)
met de door Roberts verkregen resultaten benaderd worden door:
dv - V f ql.a
U - d tv v Qv
(5.11)
met de waarden van ql en Qv gegeven door:
~ -








Als benadering voor de optimale bestelhueveelheid wordt iilerblj dus ge-
bruik gemaakt van dezelfde optimale bestelhoeveelheid die ouk uit de
determinis[ische modellen van Baumol en Tobin vulgt indien men K- u
stelt.
Het bepalen van ql kan gebeuren of door gebruik te maken van hiervoor
beschikbare tabellen [zie bv. Wagner (1975), blz. 819j of door gebruik
95
te maken van een polynoom-benadering zoals door Schneider (1979, blz.
223) gegeven wordt.
Wagner, 0'Hagan en Lundh (1965) hebben de geformuleerde benadering ook
vour andere verdelingsfuncties en voor verschillende waarden van de pro-
bleemparameters onderzocht. Zij komen tut de conclusie dat dv in het
algemeen een goede benadering geeft voor de optimale waarde van het be-
stelpunt, maar dat de door Qv benaderde bestelhoeveelheid vaak veel gro-
ter is dan de optimale bestelhoeveelheid.
Om het laatstgenoemde probleem te ondervangen, stellen zij een heuris-
tische beslissingsregel voor, welke zij aanduiden als de "Empirical ap-
proximation". Deze beslíssinRsregel is gebaseerd op de constaterinK dat
bij een hoge verwachtingswaarde van de vraag de optimale bestelhoeveel-
heíd zodanig is, dat er bijna iedere periode een bestelling geplaatst
wordt. Wordt er iedere periode een bestelling geplaatst, dan ís het op-
timale bestelniveau gelijk aan de optimale voorraad indien er geen









In de empirische benaderinb wordt van de door Roberts gegeven benadering
afgeweken, indien de transactie-omvang Qv kleiner dan of gelijk is aan
1,5 maal de verwachte vraag:
1




Wagner, 0'Hagan en Lundh (1965) s[ellen op grond van de dour hen gevon-
den resultaten de volgende benaderíngen voor de optimale beleidsparame-
ters dv en Dv voor:
indien al ~ 1,125uh :
dv- utql.a
D - d fv v Qv
(5.17)
(5.18)
indien al C 1,125uh :
D
dv - V f min(q1.q2).a
v- v f min(ql.a t Qv, q2.a)
(5.19)
(5.2U)
Evenals de optimale beleidsparameters voldoen ook de beleidsparameters
die verkregen worden door gebruik te maken van de door (5.11) t~m (5.14)
gegeven voorraadtheoretísche benadering aan de eerste proportionali-
teitseigenschap: een proportionele verandering van alle kostenparameters
met dezelfde factor heeft geen invloed op de waarden van de beleidspa-
rameters dv en Dv.
Immers zoals uit (5.14), (5.13) en (5.16) volgt heeft een pruportionele
verandering van alle kostenparameters met een factor a geen invloed op
de waarden van Qv, ql en q2 en dus ook niet op dv en Dv.
Aan de tweede voor de optimale beleidsparameters geldende proportionali-
tei[seigenschap wordt echter niet voldaan. Wel volgt uit (5.16) en
(5.14) dat een proportionele verandering van de vaste kosten en van de
parameters van de verdelingsfunctie met dezelfde factor geen invloed
heeft op de waarde van q2 noch op die van Qv~u, waardoor de keuze tus-
sen (5.17) en (5.18) of (5.19) en (5.20) bepaald wordt. Maar uit (5.13)
volgt dat genoemde proportionele veranderingen wel invloed hebben op ql,
waardoor (5.17) t~m (5.20) niet meer aan de tweede proportionaliteits-
eigenschap voldoen.
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5.4 Evaluatie van de voorraadtheoretische benadering
Voor het evalueren van het gebruiken van een voorraadtheoretische bena-
derfng van de beleidsparameters als alternatief voor het optimale beleid
zijn gebruikmakend van (5.17) t~m (5.20) de beleidsparameters dv en Dv
berekend voor u- 1 en bl - b2 - 0. De resultaten en de verwachte kosten
per periode bij toepassing van de voorraadtheoretische benadering worden
vermeld in tabel V.1 van bijlage V(blz. 261). Zoals verderop in deze
paragraaf zal blijken, gelden de resultaten niet alleen voor u- 1 maar
voor elke waarde van u groter dan nul. Dit lijkt ín strijd met de op het
einde van de vorige paragraaf getrokken conclusie dat de tweede propor-
tionaliteitseis niet geldt voor de voorraadtheoretische benadering. Op
de reden waarom dit wel geoorloofd is, komen we nog terug.
Eerst zullen we onderzoeken of de gevonden waarden van de beleidsparame-
ters een bruikbaar alternatief voor de optimale beleidsparameters vormen
indien u- 1 en bl ~ b2 - 0. Vervolgens corrigeren we (5.13) zodanig dat
de voorraadtheoretische benadering ook aan de proportionaliteitseigen-
schap voldoet. Hiertoe analyseren we de absolute verschillen tussen de
beleidsparameters verkregen met de voorraadtheoretische benadering en de
optimale beleidsparameters. Genoemde verschillen voor s~ 3h worden ver-
meld in tabel 5.1.
o- 0,5u a~ u a~ 3u
a1-a2 ~d ~D Ad AD Ad AD
O,luh 0,04 -0,00 0,37 -0,001 0,66 -0,01
uh -0,02 -0,36 0,17 -0,28 1,83 -0,09
l0uh -0,14 -0,28 0,00 -0,22 1,87 0,58
Tabel 5.1 Absolute verschillen tussen de benaderde en de optimale be-
leidsparameters voor u- 1, s- 3h en bl a b2 a 0
Zoals uit deze tabel blijkt zijn de abaolute verschillen tussen de voor-
raadtheoretisch benaderde en de optimale beleidsparameters vrij gering
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voor a- 0,5u en a- u. Gegeven de resultaten in paragraaf 4.3 waaruit
blljkt d:ct een discretíserini; tot op 0,2u slechts een l;eringe invloed
heeft op de verwachte kosten per periode mogen we van de voorraadtheore-
tische benadering voor u- 1, s a 3h, a t u en bl - b2 ~ 0 goede resul-
taten verwachten.
Omdat er bij een voorraadtheoretische benadering alleen maar verkopen
van korte termijnbeleggingen plaatsvinden, hebben de variabele transac-
[iekosten geen invloed op de waarden van de beleidsparameters dv en Dv.
Omdat, zoals uit de tabellen van bijlage I blijkt ook voor a- 0,5u
en a- u, de variabele transactiekosten nauwelijks invloed hebben op d
en D mag verwacht worden dat met de voorraadtheoretísche benaderíng Koe-
de resultaten verkregen worden voor u- 1, s- 3h, o c ~ en b~ 0.
Om ervoor te zorgen dat genoemde resultaten niet alleen gelden
voor u- 1, doch ook voor alle u's groter dan nul corrigeren we (5.13)
als volgt:
1 2m w h.Q
J(w-q3) 1 e- 2 dw - vq3 ~zn s.u (5.21)
De hieruit te berekenen q3 voldoe[ zowel aan de eigenschap dat een pro-
portionele verandering van alle kostenparameters met dezelfde factor
geen invloed heeft op de waarde van q3 als aan de eigenschap da[ een
proportionele verandering van de vaste transactiekosten en de parameters
van de verdelingsfunctie met dezelfde factor geen invloed heeft op de
waarde van q3.
Op grond van de in deze en in de voorafgaande paragraaf genoemde resul-
ta[en formuleren we de volgende voorraadtheoretische benadering voor het
liquiditei[sprobleem:
indien al ~ 1,125uh :
dv L u t q3.a (5.22)
Dv - dv f Qv (5.23)
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indien al t 1,125uh :
dv - u t min(q2.q3).a
Dv - u t mín(42~q3 f Qv~a).a
(5.24)
(5.25)
Deze beleidsparameters voldoen aan dezelfde eigenschappen waaraan ook de
optimale beleidsparameters voldoen. Immers noch een proportionele veran-
dering van alle kostenparameters met dezelfde factor, noch een propor-
tionele verandering van de vaste [ransactíekosten en de parameters van
de verdelingsfunctie met dezelfde factor heeft invloed op min(q2,q3)of min(q2,q3 t Qv~a).
Omdat voor u - 1 geldt dat ql - q3 volgen uit (5.22) t~m ( 5.25) dezelfde
resultaten voor dv en Dv als uit (5.17) t~m (5.20). Daarom mogen we de
resultaten in tabel V.1 van bijlage V generaliseren voor alle waarden
van u groter dan nul indien we bij de voorraadtheoretische benadering
van het liquiditeitsprobleem gebruik maken van (5.22) t~m ( 5.25).
Voor het evalueren van de zojuiat gegeven voorraadtheoretische benade-
ring vergelijken we de verwachte kosten per periode bij toepassing van
deze benadering met de minimaal verwachte kosten per periode bij een
optimaal beleid. De verwachte kosten per periode bij een voorraadtheore-
tische benadering voor bi ~ 0 zijn eenvoudig te bepalen door de in tabel
V.1 gegeven waarden voor bl ~ 0 te vermeerderen met bl.u. De procentuele
afwijkingen van de mínimaal verwachte kosten per periode bij toepassing
van de voorraadtheoretische benadering worden gegeven in tabel V.2 van
bijlage V(blz. 261) en gedeeltelíjk in tabel 5.2.
Uit de resultaten blijkt dat de voorraadtheoretische benadering in de
meeste gevallen beter is naarmate:
- de variatiecoéfficiént (a~u) kleiner is;
- de variabele transactiekosten (bl,b2) groter zijn;




a~ u a ~ 3u a- 0,5u
s - 3ti
a- u a- 3u
bl 3 b2 - 0 bl a b2 - 0
0 0,3 5,8 77,8 0,3 4,0 54,5
O,luh 0,4 4,6 73,2 0,7 3,0 53,2
uh 9,1 2,4 52,9 1,7 2,1 40,4
l0uh 25,4 18,3 13,6 0,5 0,1 15,2
bl ~ b2 a 5h bl z b2 - 5h
0 0,0 0,0 5,6 0,0 0,0 4,1
O,luh 0,0 0,2 5,6 0,1 0,0 4,1
uh 1,6 0,4 5,7 0,4 0,5 4,4
l0uh 9,9 7,3 1,8 0,2 0,1 3,7
Tabel 5.2 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van de voorraadtheoretische benadering gege-
ven door (5.22) t~m (5.25) en u~ U
De eerste conclusie is een gevolg van het feit da[ naarmate de varia[ie-
coëfficiënt kleiner is, het liquidíteítsprobleem een Krotere overeen-
komst vertoont met het voorraadprobleem. Immers bij een voorraadtheore-
tisch beleid víndt er nooit een kassaldovermíndering door een transactie
plaats, terwíjl de kans dat er bij een optimaal beleid door een transac-
tie een kassaldovermindering plaatsvíndt groter is naarmate de varia[ie-
coéfficiént groter is. Het effect van het genoemde verschil in beleid
komt duidelijk tot uitdrukking in de resultaten op de eerste regel van
tabel 5.2. Immers bij afwezigheid van transactiekosten zijn de verwachte
kosten per periode groter bij een voorraadtheoretische benadering dan
bij een optimaal beleid, omdat er bij een voorraadtheoretische benade-
ring geen transactie uitgevoerd wordt indien het kassaldo op het beslis-
singsmoment groter is dan de waarde van het onderste terugkeerpunt. Bo-
vendien is het verschil duidelijk groter naarmate de varíatiecoëfficiënt
groter is.
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De tweede conclusie, dat de afwijking van de minimaal verwachte kosten
kleiner is naarmate de proportionele transactiekosten hoger zijn, wordt
veroorzaakt door twee factoren:
1. het absolute verschil daalt omdat bij hogere variabele transactiekos-
ten het optimale beleid een grotere overeenkomst heeft met een (d,D)
beleid. Immers zoals uit de tabellen in bijlage IV blijkt, heeft bij een
optimaal beleid een stijging van de variabele [ransactiekosten een da-
ling van de kans op een kassaldovermindering door een transactie tot ge-
volg;
2. het relatieve verschil wordt bij hogere variabele transactiekosten
gerelateerd aan een hogere absolute waarde die veroorzaakt wordt door de
hogere proportionele transactiekosten.
De derde conclusie, dat hogere kosten voor tekort tot een betere benade-
ring leiden, ook wat absolute verschillen betreft, wordt veroorzaakt
doordat de in de benaderingsformules gebruikte q3 bepaald is op basis
van de veronderstelling dat de kosten van tekort relatief groot r.ijn.
De in dit hoofdstuk verkregen resultaten kunnen als volgt worden samen-
gevat: is de variatiecoëfficiënt kleiner dan één en zijn de kosten van
tekort groter dan die van het in voorraad houden, dan zijn de verwachte
kosten per periode bij een op de formules (5.22) t~m (5.25) gebaseerd
voorraadtheoretisch beleid in veel gevallen nauwelijks hoger dan die bij
een optimaal beleid, terwijl de beleideparameters eenvoudig te bepalen





Het evalueren van de lineaíre beslissingsregel als alternatteh vour een
optimaal beleid ie een minder voor de hand liggende mogelijkheid dan de
ín het vorige hoofdstuk onderzochte voorraadtheoretische benadering.
Immers, kenmerkend voor de lineaire beslissingsregel is dat de beslis-
sing (transactie-omvang) bij toepassing van deze regel op een lineaire
wijze afhangt van de toestand (het kassaldo) op het moment van de be-
slissing, terwijl het optimale liquidi[eitsbeleid duidelijk een anderr
structuur heeft.
Omdat we uitgaan van een liquiditeitsprobleem waarbij de kassaldoveran-
deringen per periode onafhankelijk en identíek normaal verdeeld zijn met
als doelstellíngsfunctie minimalisatie van de verwachte kosten per peri-
ode over een oneindig plantijdvak, impliceert de lineaire beslissingsre-
gel voor het liquiditeitsprobleem dat er aan het begín van iedere perio-
de een transactie uítgevoerd wordt, waarvan de omvang evenredig is met
het verschil tuasen het aanwezige kassaldo en een voorraad 9[zie hier-
voor b.v. Schneeweiss (1977)].
v(xt) - K.c(xt-9) , met -1 t K( 0 (6.1)
Deze beslissingsregel wordt gekarakteriseerd door de twee beleidsparame-
ters A en K die onafhankelijk zijn van t. Eerstgenoemde zulleri we aan-
duiden als de normvoorraad, de tweede als de aanpassingscoëfficiënt. Ue
waarde van de aanpassingscoëfficiënt moet negatief zijn, omdat een af-
wíjking van de normvoorraad een tegenovergestelde correctie noodzakelijk
maakt. Hij moet echter groter dan of gelijk aan -1 zijn omdat anders de
voorraad na de transactie een waarde aan kan nemen die voorbij de norm-
voorraad ligt.
Hoewel de structuur van een lineaire beslissingsregel duidelijk afwijkt
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van de structuur van een optimaal beleíd, kan de lineaire beslissingsre-
gel toch een adequaat alternatief vormen voor het optimale beleid omdat
de optimale beleidsparameters van de lineaire beslissingsregel eenvoudig
berekenbaar zijn en omdat deze besliesingsregel tot goede resultaten
heeft geleid bij overeenkomstige problemen met een verwachtingswaarde
gelíjk aan nul, zoals is aangetoond door Schneeweiss (1977) en Inder-
furth (1977).
De beleidsparameters van de lineaire beslissingsregel voor het te onder-
zoeken liquiditeítsprobleem kunnen op twee manieren bepaald worden:
a) Omdat de lineaire beslissingsregel optimaal is voor een controlepro-
bleem met een kwadratische doelstellingsfunctie en in dat geval de be-
leidsparameters expliciet bepaald kunnen worden, kunnen de beleidspara-
meters voor het liquiditeítsprobleem bepaald worden door de niet-kwadra-
tische doelstellingsfunctie te benaderen door een kwadratische.
b) Men kan ook, uitgaande van de in (3.1) geformuleerde doelstellings-
functie, de klasse van toegelaten bealissingsregels beperken tot lineai-
re beslissingsregels.
De eerste methode wordt uitgewerkt in Holt, Modigliani, Muth en Simon
(1960), de tweede in Schneeweiss (1975). Toepassing van de eerste metho-
de op het liquiditeitsprobleem impliceert dat de lineaire transactíekos-
tenfunctie (2.2) en de lineaíre voorraadkoetenfunctie (2.3) vervangen
moeten worden door kwadratische kostenfuncties. De optimale beleidspara-
meters zijn dan eenvoudig te bepalen. Aan het benaderen van de lineaire
kostenfuncties door kwadcatische kostenfuncties zijn echter twee proble-
men verbonden. Niet alleen moet er een criterium gekozen worden waardoor
de optimale aanpassíng bepaald wordt, doch ook moet het interval waar-
over de aanpassing plaatsvindt overeenkomen met het realisatiegebied na
de aanpassing. Voor het eerste probleem worden door Holt, Modiglíani,
Muth en Simon (1960) verschillende alternatieven gegeven terwijl zij
voor het tweede probleem een iteratieve procedure voorstellen waardoor
bereikt wordt dat de uiteindelijke aanpassing over het relevante gebied
plaatsvindt.
Omdat, zoals is aangetoond door Inderfurth (1977), met de onder b) ge-
noemde methode betere resultaten verkregen worden voor problemen waarvan
de doelstellingsfunctíe overeenkomt met die van het liquiditeítspro-
bleem, zullen we alleen deze methode verder uitwerken.
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In dit hoofds[uk bespreken we de lineaire beslissingsregel als een al-
ternatief voor het optimale beleid bij een verwachte kassaldoverandering
per periode gro[er dan nul. In paragraaf 6.2 bepalen we de optimale be-
leidsparameters, ervan uitgaande dat de klasse van toegelaten beslis-
singsregels beperkt is tot linesire beslissingsregels. 'l,oals zal bli,jken
heeft een verschil in vaste transactiekosten blj een verwachte kassaldo-
verandering per periode ongelijk aan nul wel invloed op de waarde van de
optimale aanpassingscoëfficiént. Dit is in tegenstelling met de door
Inderfurth (1977, blz. 83-88) verkregen resultaten.
Omdat de lineaire beslissingsregel, zoals in paragraaf 6.3 zal blijken,
minder goede resultaten geeft indien de vaste transactiekosten relatief
groot zijn, zal vervolgens in paragraaf 6.4 nagegaan worden hue dit re-
sultaat verbeterd kan worden door niet aan het begin van iedere periode,
doch aan het begin van een veelvoud van perioden, de lineaire beslis-
singsregel toe te passen. Zoals zal blíjken zijn de optimale beleidspa-
rameters nu echter alleen maar eenvoudig te bepalen indien er beperkín-
gen op de probleemparameters gelegd worden. Ondanks deze beperkingen is
de resulterende beslissingsregel, zoals in paragraaf 6.5 zal worden aan-
getoond, een redelijk alternatief voor het optimale beleid indien de
vaste transactiekosten relatief groo[ zijn.
Om tot één líneaíre beslissingsregel te kunnen komen als altern~ittet
voor het optimale beleid zullen in paragraaf 6.6 de in de voorafgaande
paragrafen besproken beslissingsregels gecombineerd worden tot één be-
slissingsregel. Deze beslissingsregel, welke we zullen aanduiden als de
"optimale" lineaire beslissingsregel, wordt in paragraaf 6.7 geëvalu-
eerd.
Bij het formuleren van de conclusies die betrekking hebben op de bruik-
baarheid van lineaire beslissingsregels in paragraaf 6.8 zullen we ook
de uit de literatuur bekende resultaten voor een verwachte kassaldover-
andering per periode gelijk aan nul bespreken en tevens aandacht schen-
ken aan de bruikbaarheid van de in dit hoofdstuk geconstrueerde "optima-
le" lineaire beslissingsregel bíj een verwachte kassaldoverandering per
periode gelijk aan nul.
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6.2 Bepaling van de optimale beleidsparameters
Voor de bepaling van de optimale beleidsparameters van de lineaire be-
slissingsregel gaan we uit van de in hoofdstuk twee gegeven systeemver-
gelijking waardoor het líquiditeitsprobleem gekarakteriseerd wordt:
xtfl - xt f vt - kt
Llit (2.1) en (6.1) is de kasvoorraad aan het begin van een periode te
bepalen als een functie van de kasvoorraad aan het begin van de vooraf-
gaande periode, de beleidsparameters en de kassaldoverandering in de
voorafgaande periode:
xt - xt-1 f K'(xt-1-9) - kt-1 (6.2)
In bijlage E.1 (blz. 219) wordt aangetoond dat, uitgaande van (6.2) en
gebruikmakend van -1 c K~ 0, de kasvoorraad aan het begin van een pe-
riode in de stationaire toestand (xt) op de volgende wijze uit te druk-
ken is als functie van alle voorafgaande kassaldoveranderingen en de
parameters van de lineaire beslissingsregel:
xs .~ lim xt ~ 9- ks
t~
(6.3)
Eveneens wordt in bijlage E.1 aangetoond dat, gebruikmakend van (6.1) en
(6.3), ook de transactie-omvang in een periode in de stationaire toe-
stand s(v ) uit te drukken is als een functie van de voorafgaande kas-
saldoveranderingen en de beleidsparameters:
vs .~ lim vt a -K.ks
t~
(6.4)
Omdat de twee systeemvergelijkingen (2.1) en (6.1) lineair zijn en omdat
de kassaldoveranderingen per periode identiek en onafhankelijk normaal
verdeeld zijn, zijn ook de toestands- en de beslissingsvariabelen als







dan zijn in de invariante toestand de díchtheidsfuncties van de toe-




fv(v) s o~ eXpl Za2 ~'
v
Uit (6.3) en (6.4) volgt dat de parameters van deze dichtheidsfuncties
alleen maar afhankelijk zijn van de beleidsparameters en van de parame-
ters van de dichtheidsfunctie van de kassaldoveranderingen per periode.
De verwachtingswaarden van de toestands- en de beslissingsvariabelen als









Gebruikmakend van (6.5) kan de lineaire beslissingsregel (6.1) nu ook
geschreven worden als:
vt ' K.(xt-ux) t u~ met -1 c K ~ 0 (6.7)
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Hieruit volgt dat de omvang van een transactie aan het begin van een
periode gelíjk is aan de verwachte kassaldoverandering per periode plus
het produk[ van de aanpassingscoëfficiënt en het verschil tussen de aan-
wezige kasvourraad en de verwachtingswaarde van de kasvoorraad in de
stationaice toestand.
Uit (6.5) vulgt dat de verwachtingswaarde van de kasvoorraad op het ein-
de van een periode alleen maar dan gelijk is aan de normvoorraad als de
verwachte kassaldoverandering per periode gelijk is aan nul. Uit (6.6)
volgt dat de verwachtingswaarde van de transactie-omvang gelijk is aan
de verwachte kassaldoverandering per periode.
Gebruikmakend van de verkregen resultaten en de eigenschap dat de kas-
saldoveranderingen in twee verschillende perioden onafhankelijk verdeeld
zijn, kunnen ook de varianties van de invariante verdelingen bepaald
worden als functies van de beleidsparameters en de parameters van de
kansverdeling van de kassaldoverandering per periode:
2
2
(6.8)QX - E (Ktl)Z~.Q2 - K(Kt2)j-0
a2 - K2 E Ktl 2j.o2 --K.av ( ) Kt2j-0
(6.9)
llieruit blijkt dat zowel de variantie van de invariante verdeling van de
toestandsvariabelen als van de beslissingsvariabelen alleen afhankelijk
is van de aanpassingscoëfficiënt en de variantie van de kassaldoverande-
ringen per periode. De varianties zijn dus onafhankelijk van de norm-
voorraad en de verwachte kassaldoverandering per periode.
Vour de bepaling van de optimale waarden van de beleidsparameters zijn
de verwachte kosten per periode van belang. De verwachte kosten per pe-
riode bij toepassing van de lineaire beslissingsregel (CL) bestaan uit
de verwachte voorraadkosten per periode (CVL) en de verwachte transac-
tiekosten per periode (CTL)'




CVL ~ 1 V(x).fx(x) dx
~




In bijlage F..2 (blz. 220) wordt aangetoond dat na substitutie van (2.3)
en (2.2) respectievelijk in (6.11) en (6.12), deze formules geschreven
kunnen worden als:
C~ z(hfs)[ux.~(Qx) f ax.~(Qx)) - s.ux
x x
u






waarin ~(.) de dichtheidsfunctie en ~(.) de verdelingsfunctie is van een
gestandaardiseerde normaal verdeelde variabele:
~(z) :~ (2n)-0,5 eXp(-0,5 z2)
z~(z) ;a (2n)-0,5 f exp(-0,5w2) dw
-„
en bovendien geldt dat:




Door (6.13) en (6.14) worden de verwachte kosten per periode beschreven
als functies van de probleemparameters en de parameters van de invarian-
te verdelingen. Omdat de verwachte voorraad alleen een functie van de
normvoorraad en de aanpassingscoëfficiënt is, de varianties van de voor-
raad en de transactie-omvang alleen functies zijn van de aanpassings-
coëfficiënt en omdat de verwachtingswaarde van de transactie-omvang on-
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afhankelijk is van de beleidsparameters, kunnen de invloeden van ver-
anderingen in de beleidsparameters bepaald worden uit:
aCL aCL auxáe - av ' áex
aCL aCL aux aCL doX aCL da~




Omdat alleen de verwachte voorraadkosten afhankelijk zijn van de norm-
voorraad volgt uit (6.13) en (6.5):
aCL V




ae - 1 (6.20)
'Lodat de normvoorraad optimaal ís indien:
ux s
~(a ) - h-Hs
x
(6.21)
Aan deze voorwaarde wordt voldaan indien de normvoorraad en de aanpas-
singscoëfficiënt zodanig gekozen worden dat de kans, dat de voorraad op
het einde van een periode groter dan nul is, gelijk is aan: s~(hts); zie
(6.16).
Door formule (6.18) wordt de invloed van een verandering in de aanpas-
singscoëfficiënt op de verwachte kosten per periode weergegeven. Omdat
de aanpassinKscoëfficíënt altijd negatief is heeft een vermeerdering van
de aanpassingscoëfficiënt een daling in absolute waarde van deze coëffi-
ciënt tot gevolg. Omdat het beter bij de economische probleemstelling
aansluit zullen we in het vervolg een vermeerdering van de aanpassíngs-
coëfficiënt aanduiden als een verminderde aanpassing.
Wordt aan voorwaarde (6.21) voldaan dan ís de eerste term rechts van het
gelijkteken in (6.18) gelijk aan nul. Cmdat de afgeleide van de verwach-
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te voorraadkosten naar 9 nul is, wanneer aan (6.21) is voldaaii en deze
kosten niet afhangen van de variantíe van de transactie-omvang geeft de
tweede term rechts van het gelijkteken in (6.18) de invloed van een mar-
ginale verandering in de aanpassingscoëfficiënt op de verwachte voor-
raadkosten. Deze invloed is door differentiatie van (6.13) naar de vari-
antie
ciënt
van de toestandsvariabele en van (6.8) naar de aanpassingscoëffi-
te bepalen uit:








Uit (6.23) volgt dat een verminderde aanpassing leidt tot een grotere
variantie van de toestandsvariabele en uit (6.22) volgt dat een grotere
variantie van de toestandsvariabele hogere verwachte voorraadkosten tot
Kevolg iieeft. Zodat uit he[ produkt van (6.22) en (6.23) volgt in hoe-
verre bíj gedeeltelijke aanpassing een verminderde aanpassing aan de
normvoorraad aan het begin van een periode hogere verwachte voorraadkos-
ten tot gevolg heeft.
Omdat de verwachte transactiekos[en per periode alleen via de variantie
van de transactie-omvang van de aanpassingscoëfficiënt afhankelijk zijn,
geeft de derde term van (6.18) de invloed van een verandering in de aan-
passing op de verwachte traneactiekosten weer. Deze invloed is door dif-
ferentiatie van (6.9) naar de aanpassingscoëfficiënt en (6.14) naar de
variantie van de transactíe-omvang te bepalen uit:
3CL (a2-al).uvt(bl-~b2).av yv
2 ` g .m(Q )








Formule (6.25) geeft de vermindering van de variantíe van de transactie-
omvang bij een verminderde aanpassing. De invloed van een kleinere vari-
antie op de verwachte ( transactie)kosten per periode is zoals uit (6.24)
blijkt niet eenduidig te bepalen omdat de teller van (6.24) zowel posi-
tief als negatief kan zijn.
Voor het bepalen van de noodzakelijke voorwaarden waaraan de probleempa-
rameters moeten voldoen zodat een gedeeltelijke aanpassing optimaal is,
defíniëren we:
2C do2 2C do2L x L v
R(K) .- óa2 . dK t 202 ~ dK
X V
Door hierin eerst (6.22) t~m (6.25) te substitueren en vervolgens ge-





(a2-al).u (bl}b2)'o 0 5 K~2 2- [ f 5 ~~51.(2n)- ' .exp[2K (Q) ]
(-K)1'S.(Kt2)O'S.Q (Kf2)1' (-K)
Uit (6.26) volgt dat, gegeven (6.21), een gedeeltelijke aanpassing opti-
maal is índien de marginale invloed van een verandering in de aanpas-
singscoëfEiciën[ op de verwachte voorraadkosten per periode (eerste term
rechts van het gelijkteken) gelijk is aan de marginale invloed van een
verandering in de aanpassingscoéfficiënt op de verwachte transactiekos-
ten per periode (tweede term rechts van het gelijkteken).
Omda[ bij een gedeeltelijke aanpassing de eerste term altíjd positief
is, moet voor het optimaal zijn van een gedeeltelijke aanpassing de
tweede term negatíef zijn. Hieraan wordt voldaan índien geldt:
(a2-al).u f (blt.b2).a2 ~ 0
li2
In bijlage E.3 (blz. 221) wordt bewezen dat onder deze voorwaarde een K,
waarvoor geldt -1 C K C 0, [e vinden is die aan de noodzakelijke voor-
waarde voldoet. Ook wordt hierin bewezen dat er bij een optimaal beleid
altijd een volledige aanpassing plaatsvíndt indien geldt:
(a2'al).u f (blfb2).a2 c 0
Aan de eerste voorwaarde wordt onder andere voldaan indien er proportio-
nele transactiekosten zijn en de verwachte kassaldoverandering gelijk
aan nul is of de vaste transactiekosten verbonden aan een kassaldover-
meerdering gelijk zijn aan die verbonden aan een kassaldovermindering.
Aan de tweede voorwaarde wordt onder andere voldaan indien er geen pro-
portionele transactiekosten zijn en de verwachte kassaldoveranderinR per
periode gelijk aan nul is of de vaste transactiekosten verbonden aan een
kassaldovermeerdering gelijk zíjn aan die verbonden aan een kassaldover-
mindering.
Uit het voorafgaande volgt dat de optimale aanpassingscoëfficiënt afhan-
kelijk is van het verschil in de vaste transactiekosten verbonden aan
een kassaldovermindering en die verbonden aan een kassaldovermeerdering
Dit is in tegenstelling met de resultaten van Inderfurth (1977) waarin
de optimale aanpassingscoëfficiënt en dientengevolge ook de optimale
normvoorraad onafhankelijk zijn van de vaste transactiekosten.
Dat de optimale aanpassingscoéfficiënt wel degelijk afhankelijk is van
de vaste transactiekosten is eenvoudig in te zien. Immers bij een ver-
wachte kassaldoverandering per període groter dan nul heeft een vermin-
derde aanpassing een grotere kans op een transactie waarbij een kassal-
dovermeerdering optreedt tot gevolg en daalt dientengevolge de kans op
een transactie waarbij een kassaldovermindering optreedt. Omdat de ver-
wachte vaste transactiekosten per periode gelijk zijn aan: P[v ~ 0].a f1P[v ~ 0].a2, zullen de verwachte vaste transactiekosten per periode da-
len bij een verminderde aanpassing indien a2 ~ al en stijqen indien
geld[: al ~ a2. Het tegenovergestelde gebeurt bij een verwachte kassal-
doverandering per periode kleiner dan nul.
Dat, zoals eveneens uit (6.26) volgt, de invloed van een marginale ver-
andering in de aanpassíngscoéfficiënt op de verwachte transactiekosten
afhankelijk is van de som van de proportionele transactiekosten verbon-
113
den met een kassaldovermeerdering en een kassaldovermindering en dat een
verminderde aanpassing leidt tot lagere verwachte proportionele transac-
tiekosten per periode, is als volgt verklaarbaar. Omdat een transactie
in dezelfde richting als de verwachte kassaldoverandering een transactie
van gelijke umvang in de tegenovergestelde richting als de verwachte
kassaldoverandering per periode noodzakelíjk maakt, zijn de verwachte
proportionele transactiekosten ook afhankelijk van de som van de varia-
bele transactiekostencoëfficíënten. Omdat bij een verminderde aanpassing
de kans op een transactie in dezelfde richting als de verwachte kassal-
doverandering en de daarbij behorende gemiddelde omvang daalt, zullen de
verwachte variabele transactiekosten dalen bij een vermindering van de
aanpassing.
In deze paragraaf is gebleken dat de optimale beleidsparameters van de
lineaire beslissingsregel zowel eenduidig als relatief eenvoudig te be-
rekenen zijn. Daarom onderzoeken we in de volgende paragraaf de bruik-
baarheid van de lineaire beslissingsregel als een alternatief voor het
optimale beleid.
6.3 De lineaire beslissingsregel als alternatief voor de optimale stra-
tegie
Voor het evalueren van de lineaire beslissingsregel als een alternatief
voor de optimale strategie bepalen we eerst de proportionaliteitseigen-
schappen van de optimale beleidsparameters van de lineaire beslissings-
regel. Vervolgens onderzoeken we de overeenkomsten en de verschillen
[ussen de relevante grootheden van de lineaire beslissingsregel en de
optimale strategie. Ten slotte bepalen we de procentuele afwijkingen van
de minímaal verwachte kosten per periode bij toepassing van de lineaire
beslissingsregel.
Evenals voor de optimale beleidsparameters kunnen er ook proportíonali-
teitseigenschappen worden afgeleid voor de beleidsparameters van de li-
neaire beslissíngsregel. Door vermenigvuldiging van de relevante pro-
bleemparameters in (6.26) met een factor a~ 0, ís de volgende eigen-
schap af te leiden:
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Eigenschap 6.1 Een proportionele verandering van de kostenparame[ers met
een factor a heeft geen invloed op de optimale waarde van de aanpas-
singscoëfficiënt. Ook heeft een proportionele verandering van de vaste
transac[iekosten, de verwachting en de standaardafwijking met een fac-
tor a geen invloed op de optimale aanpassingscoëfficíënt:
K(ah,as,aal,aa2,abl,ab2,y,a) 3 K(h,s,al,a2,bl,b2,y,o)
K(h,s,aal,aa2,bl,b2,ay,aa) - K(h~s.al.a2.b1.b2~V.o)
Uit (6.21) volgt dat een proportionele verandering van de twee parame-
ters van de voorraadkostenfunctie geen ínvloed heeft op de optimale
waarde van yx~ax. Bovendien heeft een proportionele veranderíng van de
andere probleemparameters hierop ook geen invloed. Door substitutie van
(6.5) en (6.8) in (6.21) en gebruikmakend van eigenschap 6.1 volgt nu:
Eigenschap 6.2 Een propor[ionele verandering van de kostenparameters met
een factor a heeft geen invloed op de waarde van de optimale normvoor-
raad. Wel heeft een proportionele verandering van de vaste transactie-
kosten, de verwachting en de standaardafwijking met een factor a dezelt-
de proportionele verandering van de optimale normvoorraad tot gevolg:
9(ah,as,aal,aa2~abl~ab2.y.o) - 6(h,s,al,a2,bl,b2,y,a)
6(h,s,aal,aa2,bl,b2,ay,aa) - a.9(h~s~al,a2~bl.b2.y,o)
De invloed van een proportionele verandering van de relevante prubleem-
parameters op de verwachte kosten per periode bij toepassing van de li-
neaire beslissingsregel me[ de optimale beleidsparameters kan gebruikma-
kend van de eigenschap 6.1 en 6.2 en (6.5) t~m (6.9) bepaald worden uit
(6.13) en (6.14):
Eigenschap 6.3 Een proportionele verandering van alle kostenparameters
met een fac[or a leidt tot dezelfde verandering van de verwachte kosten
per periode. Eveneens leidt een proportionele verandering van de vaste
transactíekosten, de verwach[ing en de standaardafwijking met een fac-





Uit de proportionaliteitseigenschappen 6.1 t~m 6.3 volgt nu dat de norm-
voorraad en de verwachte kosten per periode bij toepassing van de line-
aire beslissingsregel aan dezelfde eigenschappen voldoen als de beleids-
parameters en de verwachte kosten per periode bij een optimaal beleid.
Op grond hiervan mogen we dus de met een bepaalde waarde voor u en h
verkregen resultaten generaliseren.
Is de verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul dan is,
zoals uit (6.26) volgt, de optimale aanpassingscoëfficiënt onafhankelijk
van de vaste transactiekosten en de standaardafwijkíng. Bovendien is de
normvoorraad daardoor onafhankelijk van de vaste transactiekosten.
De optimale waarden van de beleidsparameters en de verwachte kosten per
periode, indien de vaste transactiekosten gelijk aan nul zijn, staan
vermeld in tabel VI.1 van bijlage VI (blz. 263). De resultaten voor vas-
te transactiekosten ongelijk aan nul zijn hieruit eenvoudig te bepalen,
indien de vaste transactiekoaten aan elkaar gelijk zijn. Immers dan heb-
ben zij geen invloed op de waarden van de optimale beleidsparameters en
zijn de verwachte kosten per periode (alfa2)~2 hoger dan wanneer er geen
vaste transactiekosten zijn.
Voordat we de resultaten uit de berekeningen bespreken, analyseren we
eerst het verschil tussen de twee beleidsstructuren.
We vergelijken de parameters van de lineaire beslisaingsregel met die
van een optimaal (D,U)-beleid voor combinaties van probleemparameters
waarbij de vaste transactiekosten gelijk zijn aan 0. Het verschil tussen
de twee beleidsstructuren kan grafisch worden weergegeven als in figuur
6.1.
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Fi~uur 6.1 Een (D,U)-beleid vergeleken met de lineaire beslissingsregel
Zijn er geen kosten aan een transactie verbonden, dus al - a` - bl -
bz -O, dan volgt uit (6."L6) dat de optimale waarde van dc. aanpas:;ín};s-
coëfficiént K gelijk is aan -1; verder heeft de optimale normvoorraad
dezelfde waarde als de twee samenvallende terugkeerpunten. Het optimale
beleid is dan dus bij beide beslissingsregels aan elkaar gelijk.
Zijn er alleen proportionele transactiekosten en geldt bovendien D~ 9~
U dan is, zoals uit figuur 6.1 blijkt, de optimale transactie-omvang bij
beide beslissingsregels gelijk indien geldt: K.c(xt-6) - D- xt, xt - ~
of K.c(xt-6) - U- xt. Is de waarde van het kassaldo aan het begin van
een periode gelegen tussen de beide buitenste snijpunten, dan is de
transactie-omvang bij gebruik van de lineaire beslissingsregel groter
dan bij een optimaal beleid. Heeft het kassaldo aan het begin van een
periode een andere waarde dan geldt het tegenovergestelde.
Een vermeerdering van de proportionele transactiekosten heef[ bij een
optimaal beleíd tot gevolg dat de afstand tussen de twee terugkeerpunten
groter wordt. Bij de lineaire beslissingsregel met alleen proportionele
transactiekosten wordt dan de aanpassing minder. liieruit volgt dat in de
meeste gevallen, zowel bij een optimaal beleid als bij de lineaire be-
slissingsregel de verwachting van de transactie-omvang kleiner wordt als
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de proportionele kosten verbonden aan een transactie stijgen.
Door gebruik te maken van de in bijlage I, IV en VI vermelde resultaten
is het verband tussen de besproken grootheden te bepalen. Een voorbeeld
hiervan voor s- h, al - a2 ~ 0 en o~ 3u wordt gegeven in tabel 6.1.
b1-b2 K 9 E{Iv~} D U E{~vl}
0 -1,00 1,OOu 2,52u 1,OOu 1,OOu 2,52u
h -0,54 1,86u 1,67u 0,90u 2,96v 1,41u
5h -0,23 4,29u 1,21v 0,89u 10,95u 1,05u
lOh -0,16 6,25u 1,12u 0,89u 20,95u 1,OOu
Tabel 6.1 De optimale waarden van de beleidaparameters en de verwachting
van de transactie-omvang bij toepasaing van de linesire en de optimale
beslissingsregel voor s~ h, al ~ a2 a 0, a- 3u en u~ 0
Zoals uit tabel 6.1 blijkt is de verwachtingswaarde van de absolute
transactie-omvang indien er proportionele transactiekosten zijn bij de
lineaire beslissingsregel ca 10-20X hoger. Dientengevolge zullen ook de
verwachte transactiekosten bij toepassing van de lineaire beslissingsre-
gel 10-20i hoger zijn.
Zijn er wel vaste kosten aan een transactie verbonden dan heeft dit geen
invloed op de waarden voor de lineaire besliasingsregel, doch wel op die
van het optimale beleid. Met name wordt dan de verwachtingswaarde van de
absolute transactie-omvang kleiner.
De consequenties van de verschillen in beleid voor de verwachte kosten
per periode zijn uit de in de bi jlagen IV en VI (blz. 253 t~m 260 en
blz. 263) vermelde resultaten te bepalen. Een voorbeeld hiervan wordt
voor s~ h, al ~ a2 ~ 0 en al ~ a2 a uh gegeven in tabel 6.2.
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61-b2 a- 0,5v a- u a- 3u a- 0,5u a- u a- 3u
al - a2 - 0 al - a2 - Uh
0 0,0 U,0 0,0 30,7 33,3 13,9
h 0,6 3,0 4,9 16,2 23,0 18,3
5h 0,4 3,1 11,8 5,7 10,5 19,3
lOh 0,3 2,2 12,4 5,2 6,4 I7,3
Tabel 6.2 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwactite kosten
per període bij een op de lineaire beslissingsregel gebaseerd beleid
voor s- h en u~ 0
Hieruit blijkt dat índien er geen vaste transactiekosten zijn de lineai-
re beslíssingsregel een goed alternatief is voor het optimale beleid. De
resultaten zijn beter naarma[e de variatiecoëfficiënt kleiner is.
Zijn er wel vaste transactiekosten dan is, zoals ook uit tabel 6.2
blijkt, de lineaire beslissíngsregel een mínder aantrekkelijk alterna-
tief voor het optimale beleid. De resultaten zijn i.h.a. minder naarmate
de vaste transactiekosten groter zijn.
Dat hoge vaste transactiekosten tot veel hogere verwachte kosten per
periode leiden bij toepassing van de lineaire beslissingsregel dan bij
toepassing van een op[imaal beleid wordt veroorzaakt dour het feit dat
bij de lineaire beslíssingsregel een transactie aan het begin van iedere
periode uitgevoerd wordt ongeacht de omvang van de vaste transactiekos-
ten.
6.4 Toepassing van de lineaire beslissingsregel bii vaste transactie-
kosten
Om er voor te zorgen dat de lineaire beslissingsregel bij relatief hoge
vaste transactiekosten een adequaat alternatief kan vormen voor de opti-
male beslissingsregel moeten wij afstappen van de veronderstelling dat
er aan het begin van iedere periode een transactie wordt uitgevoerd. Dit
is te bereiken door de lineaire beslissingsregel niet toe te passen aan
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het begin van iedere periode, doch aan het begin van een veelvoud van
perioden, waarbij dit veelvoud afhankelijk gesteld wordt van de omvang
van de vaste transactiekosten.
Voor het formuleren van een linesire beslissingsregel die toepasbaar is
aan het begin van een veelvoud van perioden introduceren we het begrip
beslissíngsperiode en een nieuwe beslissingsvariabele m. Een beslis-
singsperiode bestaat uit m tijdsperioden. Alleen aan het begin van een
beslissingsperiode wordt er een transactie uitgevoerd overeenkomstig de
lineaire beslissingsregel. Noteren we de aanpassingscoëfficiënt en de
normvoorraad die behoren bij de lineaire beslissingsregel met variabele
beslíssingsperiode als Km en 9m dan geldt de volgende besliasingsregel
aan het begin van een tijdsperíode t(dus op tijdstip t-1):
vt - Km.(xt-9m) , met -1 G Km ~ 0; voor t e 1,1-F.m,lt2m,...
- 0 , elders
(6.27)
Voor m- 1 is de beslissingsregel hetzelfde als (6.1). Voor m~ 1 moeten
we voor de bepaling van de optimale waarden van de beleidsparameters een
onderscheid maken tussen de variabelen die betrekking hebben op een be-
slissingsperiode en die betrekking hebben op een tijdsperiode.
Hiertoe introduceren we een subscript i om aan te geven dat betreffende
variabele betrekking heeft op de t-de besliesingsperiode. Het verband
tussen t en r kan grafisch worden weergegeven als in figuur 6.2.




Figuur 6.2 Het verband tussen de subscripten voor de periode t en T
Het verband tussen de subscripts kan ook worden weergegeven door:
t~ i t m.(T-1) T a 1,2,... (6.28)
i a 1,2,...,m
Definiëren we voor de bepalíng van de optimale waarden van de beleidspa-
rameters:
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xm T: de kasgeldvoorraad aan het begin van de (Tfl)-ste beslissingspe-.
riode, dus op tijdstip r;
v : de transactie-omvang aan het be};in van de (Ttl)-ste beslissin};,-m,T
periode, dus op tijstip T;
k : de kassaldoverandering gedurende de T-de beslissingsperiode;m,r
dan geldt he[ volgende verband tussen de beginsaldo's op twee opeenvol-
gende beslissingstijdstippen:





k(T-1)mti ~ T- 1,2,... (6.3U)' 1-1
en wordt de beslissingsregel:
vm~T - Km~(xm~T-9m) . T - 1,2,... (6.31)
Omdat de kassaldoveranderingen per periode identiek en onafhankelijk
normaal verdeeld zijn is de kassaldoveranderiny; per beslissingsperiode
identiek en onafhankelijk normaal verdeeld met verwachtingswaarde m.u
en variantie m.a2. Overeenkomstig (6.5) t~m ( 6.9) geldt nu:
Vm x:- E{xm} - 9m t K .m.V~ m
sNm v :- E{vm} - m.u~
2 { s 2} - -m.a2om x:- E ( xm-um x) K.(K t2)' ' m m
2 s 2 -m.K~n.o





Omdat een beslissingsperíode in het algemene geval uit meer dan één
tijdsperiode bestaat zijn de voorraadkosten per beslissingsperiode niet
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alleen afhankelijk van het saldo op het einde van de beslissinqsperlode,
doch ook van dc saldo's op het einde van de tussenlíggende tijdsperio-
den.
Gebruikmakend van (6.28) kan de volgende relatie tussen de toestands-
variabelen op het einde van een besliasingsperiode en die op het einde
van de voorafgaande tijdsperioden afgeleid worden:
m-1




Indien we xi(m) definiëren als de toestandsvariabele, in de stationaire
toestand, aan het eínde van de i-de periode na een beslissingstíjdstip
bij een períodiciteit van m dan volgt
uit (6.32), (6.33) en (6.36) dat
standsvariabelen op het einde van
wachtingswaarde ui(m) en variantie
in de voorafgaande paragraati nu
de invariante verdeling van de toe-
een tijdsperiode normaal is met ver-
oi(m) respec[ievelíjk:
ui(m) :- E{xi(m)} - um x }~
(m-í)V a (mlKm~-i)u t 9m~
i ~ 1,2,...,m (6.37)
2
a?(m) :- E{(xs(m)-u ( m))2} ' a2 -(m-1)a2 ~ -m.o - (m-i)o2,1 i i m,x Km.(K~2)
1 - 1,2,...,m (6.38)
De verwachte voorraadkosten per periode bedragen overeenkomstíg (6.13):
ui(m) ui(m)
(hts)[(ui(m).~(Q1(m)) f ai(m).~(ai(m))] - s.ui(m)
zodat de gemiddelde verwachte voorraadkosten per tijdsperiode bij toe-
passing van een lineaire beslissingsregel waarbij om de m perioden be-
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slist wordt
(CVL(m)) gelijk zijn aan:
~ ~n I~~(~n) I~.(m)
I:VL(m) - In ii.l ((Ir~s)IVi(m)-~(oi(m)) t ~Ji(m).Q,(o~(m))J -~;.ui~ (b. i9)
i
De gemiddelde verwachte transactiekosten per tijdsperiode (CTL(m)) be-dragen overeenkomstig (6.14):
u
CTL(m) - m {a2-(a2-al)~(om'v)} f
m,v
(6.4U)
~ pm,v ~m,vf m ~(blfb2)IUn~~v.~D(o ) t o~~~v.~(Q )~ - b2.um,v~
m,v m,v
zodat de to[ale gemiddelde verwach[e kosten per tijdsperiode bíj toepas-
sing van een lineaire beslissingsregel waarbij om de m periode beslist
wordt (CL(m)) gelijk zijn aan:
CL(m) - CVL(m) } CTL(m) (6.41)
De optimale beleidsparameters Km en Bm, gegeven het aantal tijdsperioden
m waaruit de beslissingsperiode bestaat, zijn nu te bepalen door de par-
tiéle afgeleiden van de gemiddelde verwacht kosten per tijdtiperiode naar
de optimale normvoorraad en de aanpassingscoëfficiënt gelijk aan nu1 [e
stellen:
2CL m m aCL(m) aui(m)
E - 0aem - i-1 aui(m) . aem
aCL m m aCL(m) dui(m) m aCL m dái(m)~Z - E t E ~Z . taKm i-1 aui(m) ~ dKm i-1 aai dKm





Op een zelfde wijze als in paragraaf 6.2 volgt uit (6.42) de voorwaarde
waaraan de optimale normvoorraad bij een beslissingsperiode van m tijds-
períuden moet voldoen:
m V (m)
E ~( i ) - m.sa.(m) 1rHsi-1 i
en is (6.43), indien aan (6.42) voldaan wordt, te schrijven als:
aC (hfs)(K fl).a m u (m)
8K m- m 1 5' 1E1 ~(Q1(m))~(2n)-0.5m [-Km(K~2)~ ' i
(6.44)
(6.45)
ía2-al).V (bl}b2)'o 0,5 Kmt2 2
- ~ 1 5 0 5 } 1 0 5~'(2n) 'exp~2mK (a) ~ S 0
(-Km) ~ (K02) ~ .6 (Kmi~2) ~~-Km) ~ m
Gegeven m zijn nu de optímale beleídsparameters van de lineaire beslis-
singsregel in principe m.b.v. (6.44) en (6.45) te bepalen. Het rekenwerk
voor de bepaling is echter zo omvangrijk dat het geen voordelen meer
heeft om deze sub-optimale beslissingsregel toe te passen.
Het voorafgaande impliceert niet dat er geen uitspraak over de invloed
van de vaste transactiekosten op de lengte van de beslissingsperiode
mogelijk is. Immers zijn er geen variabele transactiekosten verbonden
met een transactie en zijn de vaste transactiekosten van een kassaldo-
vermeerdering gelijk aan die van een kassaldovermindering of geldt in
het algemeen:
(a2-al).V t (bltb2).a2 c 0,
dan ís het evenals bij een beslissingsperiode van éên tijdsperiode opti-
maal om aan het begin van de beslissingsperiode de voorraad gelijk te
maken aan de normvoorraad. Vindt er aan het begin van iedere beslis-
singsperiode een volledige aanpassing plaats (K ~-1), dan volgt nu uitm
(6.33), (6.35), (6.37) en (6.38) voor de parameters van de invariante
verdelingen:
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ui - em - i u ~m v - m.u
~
am v - m.a2~
(6.46)
zodat (6.44) te herschrijven is als:
m 6 -í.u
W(Bm) :- E ~(~) 3 hfsi-1
(6.47)
(6.48)
Omdat W(6m) een stijgende functie van 6 is op (-~,mj is de optimalem
normvoorraad, gegeven dat de beslissingsperlode uít m ti,jdsperíoden be-
staat, eenduidíg uit (6.48) te bepalen door Rebruík te maken van de ta-
bellen voor de standaardnormale verdeling.
Voor het bepalen van de optimale lengte van de beslissingsperiode moeten
de gemiddelde verwachte kosten per tijdsperiode geminimaliseerd worden.
Gebruikmakend van (6.46) en (6.47) worden (6.39) en (6.40)
1 m 8 -i.u 6 -i.u
GVL(m) - m iEl {(~s)[(em-i.u).~( a.~i )} a.~i.~( a.di )1
-s(8 -i.v)} (6.49)m
1 [a - (a a )~(u.~m)j }GTL(m) 3 m 2 2- 1 a
f (bifb2)[u.~(uáJm) { ~ .~(vam)~-b2.u (6.50)
Uit de berekeningen blijkt dat de gemiddelde verwachte voorraadkosten
per periode stijgen als de lengte van de beslissíngsperiode toeneemt en
de r;emíddelde verwachte voorraadkosten hrrrkend worde~n m~~t rle dnnr dc~
(f~.48) };e},even normvoorraad. 1~ gemiddelde verwachte Lr:~n~;.cctlekostc~n
per periode dalen, zoals in bijlaRe F,.4 (blz. 225) bewezen wordt, als de
lengte van de beslissingsperiode toeneemt. De optimale lengte van de
beslissingsperiode is dus die m waarbij de gemiddelde verwachte kosten
per periode mínimaal zijn.
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6.5 De lineaire beslissingsregel met variabele beslissingsperiode als
alternatief voor de optimale strategie
Bij het evalueren van de lineaire beslissingsregel met variabele beslís-
singsperiode als alternatief voor de optimale strategie beperken we ons
tot de lineaíre beslissingsregel met een volledige aanpassing aan de
normvoorraad aan het begin van een besliasíngsperiode omdat hiervoor de
beleidsparameters m en H eenvoudig te berekenen zijn. Alvorens de pro-m
centuele afwíjkingen van de minimaal verwachte kosten per periode bij
toepassing van deze lineaire beslissingsregel te berekenen, onderzoeken
we eerst de proportionaliteitseígenschappen en de overeenkomst tussen de
beleidsparameters m en 8m en de overeenkomstige grootheden bij een opti-
maal beleid.
Uit (6.44), (6.45) en (6.41) volgt dat de optimale normvoorraad, de op-
timale aanpassingscoëfficiën[ en de gemiddelde verwachte kosten per
tijdsperiode aan de proportionaliteitseigenschappen 6.1 t~m 6.3 voldoen.
Bovendien volgt uit de eigenschappen 6.1 en 6.2 dat ook (6.49) en (6.50)
aan eigenschap 6.3 voldoen. Omdat de optimale lengte van de beslissings-
període bepaald wordt door het minimaliseren van de som van de door
(6.49) en (6.50) weergegeven gemiddelde verwachte voorraadkosten per
periode en gemiddelde verwachte transactiekosten per periode en deze
met a vermenigvuldigd worden wanneer de parameters met a vermenigvuldigd
worden, geldt ook de volgende eigenschap:
Eigenschap 6.4 Een proportionele verandering van de kostenparameters met
eenzelfde factor a heeft geen invloed op de optimale lengte van de be-
slissíngsperiode. Ook heeft een proportionele verandering van de vaste
transactiekos[en, de verwachtingswaarde en de standaardafwijking met een




Hieruit volgt dat ook de resultaten bij toepassing van de lineaire be-
slissingsregel met variabele bealiasingeperiode gegeneraliseerd mogen
worden. De resultaten uit de berekeningen met de relevante parametercom-
binaties worden vermeld in tabel VI.2 van bijlage VI (blz. 264).
Omdat bij een optimaal beleid zonder variabele transactiekosten de beide
terugkeerpunten U en D samenvallen en omdat er bij de lineaire beslis-
singsregel met variabele beslisaingsperiode en alleen vaste transactie-
kosten aan het begin van iedere besliasingsperiode een vollediRe bijstu-
ring plaatsvindt, hebben de samenvallende terugkeerpunten bij het opti-
male beleid eenzelfde functie als de normvoorraad bij de lineaire be-
slissingsregel met variabele bealíssingsperiode. Een vergelijking tussen
de optimale normvoorraad en de optimale waarden van de samenvallende
terugkeerpunten geeft dus een goede indicatie omtrent de bruikbaarheid
van de lineaire bealissingsregel met variabele beslissingsperiode, al.s
benadering voor een optímaal beleid. Daarom geven we in tabel 6.3 een
vergelijking tusaen de optimale terugkeerpunten en de optimale normvoor-
raad voor h s s en bl a b2 ~ 0.
a- 0,5u a a v a- 3u
a1-a2 D~ U g D a U 9 D- U 6m m m
0 1,OOu 1,OOu 1,OOu 1,OOu 1,OOu i,00u
O,luh 1,Olu 1,OOu 1,02u 1,OOu 1,Olu 1,OOu
uh 1,45u 1,41u 1,34u 1,41u 1,15u 1,OOu
l0uh 3,75u 3,38u 3,31u 3,17u 2,30u 2,61u
Tabel 6.3 De optimale terugkeerpunten en de optimale normvoorraad van de
lineaire besliasingsregel met variabele beslissingsperiode voor h- s
Zoals uit deze tabel blijkt is er een redelijke mate van overeenstemming
tussen de relevante beleidsparameters. Een zelfde resultaat geldt ook
voor s - 3h.
Het gemiddelde aantal transacties dat per tijdsperiode plaatsvindt, isbij de lineaire beslissingsregel met variabele beslissingsperiode gelijk
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aan één gedeeld door de lengte van de beslissingsperiode. Het verwachte
aantal transacties per tijdsperiode is bij een optimaal beleid gelijk
aan de kans op een transactíe op het beslissingsmoment. Een vergelijking
tussen de twee genoemde grootheden geeft dus ook een indicatie omtrent
de bruikbaarheid van de líneaire beslissingaregel met variabele beslis-
singsperiode índien er geen proportionele transactiekosten zijn. We ge-
ven een dergelijke vergelijking voor s s h in tabel 6.4.
a- O,Su a a u a~ 3v
a1-a2 P[v ~ 0] l~m P[v ~ O] l~m P[v ~ 0] l~m
0 0,98 1,00 0,95 1,00 0,94 1,00
O,luh 0,92 1,00 0,76 1,00 0,81 1,00
uh 0,47 0,50 0,40 0,50 0,42 1,00
1~)~ih 0, iFi i~, 17 0, 15 0, 17 0, 14 0,20
Tabel 6.4 De kans op een transactie per periode bij een optimaal beleid
en het gemiddelde aantal transacties per periode bij de lineaire beslis-
singsregel met variabele beslissíngsperiode voor h~ s, bl - b2 z 0
en u ~ 0
Uit tabel 6.4 blíjkt, dat het gemlddeld aantal transacties per periode
bij de lineaire beslissingsregel met variabele beslissingsperiode groter
is dan bij de optimale beslissíngsregel. De verschillen zijn in de mees-
te gevallen echter gering. Dit geldt ook indien s~ 3h.
De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode
bij toepassing van de optimale lineaire beslissingsregel met variabele
beslissingsperiode, indien er geen proportionele transactiekosten zijn,
worden voor een verwachte kassaldoverandering groter dan nul gegeven in
tabel 6.5.
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s ~ h s - 3h
a1-a2 a- 0,5u a a u a~ 3u a~ 0,5v a- u a- 3u
O,luh 1,8 2,2 0,8 0,7 1,0 0,5
uh 6,4 14,5 13,9 10,2 18,2 7,8
l0uh 3,6 12,5 26,0 7,3 19,4 29,1
Tabel 6.5 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van de lineaire beslissingsregel met variabe-
le beslissingsperiode voor bl s b2 ~ 0 en u~ 0
Zoals uit deze tabel blijkt, geeft de lineaire beslissingsregel met va-
ríabele beslissingeperiode redelijke resultaten als er geen propor[ione-
le kosten aan een transactie verbonden zijn. Dat deze resultaten verkre-
gen worden ondanks het feít dat de structuur van de lineaire beslis-
singsregel duidelijk afwijkt van die van de optimale beslissingsregel,
komt doordat zowel de "optimale" voorraad als het gemiddeld aantal
transacties per període bij beide beslissingsregels nie[ sterk van el-
kaar verschíllen.
6.6 Een "optimale" lineaire beslissíngsregel
In de voorafgaande paragrafen ís gebleken, dat de lineaire beslissíngs-
regel een redelijk alternatief is voor de optimale, indien er geen vaste
transactiekosten zijn en dat dit geldt voor de lineaire beslissingsregel
met variabele beslíssíngaperiode, indien er geen proportionele transac-
tiekosten zijn. Zijn zowel de proportionele als de vaste transactiekos-
ten ongelijk aan nul, dan is een lineaire beslissingsregel ín het alge-
meen geen adequaat alternatief voor het optimale beleid omdat bij de
lineaire beslissingsregel geen rekening met de vaste transactiekosten
gehouden wordt terwijl de optimale beleidsparameters van de lineaire
beslissingsregel met variabele beslissingsperiode niet eenvoudig te be-
rekenen zijn indien er ook proportionele kosten met een transactie ver-
bonden zijn.
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Aan de genoemde bezwaren kan echter tegemoetgekomen worden door het con-
strueren van de volgende beslissingsregel, welke we zullen aanduiden als
de "optimale" lineaire beslissingsregel:
a) bereken de optimale lengte van de beslissingsperiode door gebruik te
maken van (6.48) t~m (6.50);
b) is de lengte van de optimale beslissingsperiode één tijdsperiode,
bereken dan de beleidsparameters van de lineaire beslisaingsregel met
(6.21) en (6.26);
c) is de lengte van de optimale beslissingsperiode groter dan één tijds-
periode kies dan K--1 en gebruik dan de reeds onder a) verkregen be-
leidsparameters.
Door de "optimale" lineaire beslisaingsregel worden de voordelen van de
in paragraaf 6.2 en 6.4 besproken beslissingsregels gecombineerd. Immers
door de bepaling van de optimale lengte van de beslissingaperiode wordt
op een adequate wijze rekening gehouden met de vaste transactiekosten
zoals gebleken is uit de vergelijking tuesen de kans op een transactie
per periode bij een optimaal beleid en het gemiddelde aantal transacties
per periode bij toepassing van de lineaire beslissingaregel met variabe-
le beslissingsperiode.
Blijkt de optimale lengte van de beslissingsperiode één tijdsperiode te
bedragen dan kan ook de optimale aanpassingscoëfficiënt bepaald worden
waardoor ook rekening gehouden wordt met de proportionele transactiekos-
ten.
Blijkt de optimale lengte van de beslissingsperiode meer dan één tijds-
periode te bedragen dan wordt ook indirect rekening gehouden met de pro-
portionele transactiekosten ondanks het feit dat er aan het begin van
een beslissingsperiode altijd een volledige bijsturing plaatsvindt. Het
genoemde indirecte effect ontstaat doordat, zoals in bijlage E.4 (blz.
225) wordt aangetoond, de invloed van de verwachte variabele transactie-
kosten op de totale verwachte kosten per tijdsperiode minder wordt als
de lengte van de beslissingsperiode toeneemt.
We zullen in de volgende paragraaf de geconstrueerde beslissingsregel
evalueren door zowel te onderzoeken of de gekozen uitgangspunten juist
zijn als door het berekenen van de procentuele afwijkingen van de míni-
maal verwachte kosten per periode bij toepassing van de "optimale" line-
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aire beslissingsregel. Dat ook de "optimale" lineaire beslissingsregel
aan proportionaliteitseigenschap 6.3 voldoet, volgt direct uit de reeds
eerder genoemde proportionaliteitseigenschappen.
6.7 Evaluatie van de "optimale" linesire beslissingsregel
Voor het evalueren van de "optimale" lineaire beslissingsregel als al-
ternatief voor het optimale beleid moeten de optimale beleidsparameters
en de verwachte kosten per tijdaperiode van de "optimale" lineaire be-
slissingsregel berekend worden. De optimale beleidsparameters volgen
rechtstreeks uit de resultaten zoals vermeld in tabel VI.1 en tabel VI.2
van bijlage VI (blz. 263 en 264). De verwachte kosten per periode zijn
vervolgens te berekenen door gebruik te maken van de formules (6.13),
(6.14), (6.49) en (6.50).
Om te onderzoeken of bij een verwachte kasgeldverandering per periode
groter dan nul het gekozen uítgangspunt bij de constructie van de "opti-
male" lineaire besliasingaregel juist is, vergelijken we eerst de mini-
maal verwachte kosten per periode bij toepassing van de lineaire beslis-
singsregel en de minimaal verwachte kosten per periode bij toepassing
van de lineaire beslissingsregel met variabele beslissingsperiode en een
volledige aanpassing aan de normvoorraad aan het begin van iedere be-
slissingsperiode.
Uit de berekeningen met een verwachte kassaldoverandering groter dan nul
blijkt dat de "optimale" linesire bealissingsregel in bijna alle geval-
len dezelfde bealisaingsregel geeft ala die, welke men verkrijgt indien
men de beslisaingsregel met de laagste verwachte kosten per periode
kiest uit de twee genoemde alternatieven.
De enige uitzondering hierop voor de 96 onderzochte combinaties, is in-
dien ~~ 0 die met s a 3h, al - a2 ~ ph, bl ~ b2 ~ lOh, a~ u. Alleen in
dit geval weegt het rekening houden met de vaste transactiekosten niet
op tegen het onvoldoende rekening houden met de (hoge) proportionele
transactiekosten. Door dit reaultaat wordt de juistheid van de bij de
conatructie van de "optimale" lineaíre beslissingsregel gekozen uit-
gangspunten bevestigd.
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De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode
bij toepassing van de "optimale" lineaire beslisaingsregel worden qeqe-
ven in tabel VI.3 van bijlage VI (blz. 265) en gedeeltelijk in tabel
6.6.
ba h b3 5h
bl ~ b2 s h bl ~ b2 a 5h
alsa2 a- 0,5u a~ u a a 3u a~ O,Su o~ u o' 3u
0 0,6 3,0 4,9 0,4 3,1 11,8
O,l~h 1,0 4,5 7,3 0,5 3,6 12,9
uh 3,6 10,3 18,3 1,6 7,0 19,3
l0uh 2,7 9,7 23,0 1,4 5,1 24,7
Tabel 6.6 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van de "optimale" lineaire beslissingsregel
voor s~ h en u~ 0
Uit de resultaten blijkt dat de "optimale" lineaire beslissingsregel een
redelijk alternatief is voor de optlmale besliasingsregel. Bovendien dat
de verhouding tussen de voorraadkosten en de kosten van tekort weinig
invloed hebben op de resultaten en dat de resultaten beter zijn naarmate
de variatiecoéfficiënt kleiner is. Ook blijkt uit de resultaten dat met
de "optimale" lineaire bealissingsregel een goede benadering voor het
optimale beleid verkregen wordt in de gevallen waarin de voorraadtheore-
tische benaderíng minder goede resultaten geeft. Met name geldt dit voor
h- s en a~ 0,5u.
6.8 Conclusies en slotopmerkíngen
In dit hoofdstuk is de linesire beslissingsregel besproken ala alterna-
tief voor een optimaal beleid en is een "optimale" lineaire beslissings-
reqel geconstrueerd waarvan de beleidsparameters eenvoudiger te bepalen
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zijn dan die van het optimale beleid. Zoals uit de berekeningen met een
verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul gebleken is,
geeft de "optimale" lineaire bealiasingsregel redelijke resultaten, om-
dat bij toepassing van deze regel op een adequate wijze rekening gehou-
den wordt met de relevante kosten.
We hebben tot nu toe geen berekeningen gemaakt met de lineaire beslis-
singsregel bij een verwachte kasealdoverandering per periode gelijk aan
nul of kleiner dan nul. Gezien de symmetrische structuur van de lineaire
beslissingsregel is het voor de hand liggend, dat de resultaten voor een
verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul dezelfde zijn
dan die bij een verwachte kassaldoverandering per periode groter dan
nul. Deze conclusie wordt in feite bevestigd door het niet duidelijk van
elkaar verschillen van de resultaten voor s~ h en s- 3h.
Aan de bruikbaarheid van de lineaire beslissingsregel als alternatief
voor het optimale beleid bij een verwachte kassaldoverandering gelijk
aan nul is aandacht geschonken door Inderfurth (1977). Bij een verwachte
kassaldoverandering per periode gelijk aan nul zijn de optimale beleids-
parameters iets eenvoudiger te berekenen doordat de vaste transactiekos-
ten hierop geen invloed hebben. Bovendien is nu ook de optimale aanpas-
singscoéfficiënt onafhankelijk van de standaardafwijking. De optimale
waarden van de beleidsparameters (6 in eenheden a) en de minimaal ver-
wachte kosten per periode (in eenheden ha) staan eveneens vermeld in
tabel VI.1 van bijlage VI (blz. 263). De maximale procentuele afwijking
van de minimaal verwachte kosten per periode bij een verwachte kassaldo-
verandering van nul en geen vaste transactiekosten bedraagt voor de on-
derzochte combinaties: 12.6X.
Aan de bruikbaarheid van de lineaire beslissingsregel met variabele be-
slissingsperiode is door Inderfurth (1977) maar beperk[ aandacht ge-
schonken. Hij heeft dit alleen gedaan voor h- s omdat dan bij een ver-
wachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul ook de optimale
normvoorraad gelijk aan nul is, waardoor ook de optimale aanpassings-
coëffíciënt relatief eenvoudig te bepalen is.
Uitgaande van alleen vaste transactiekosten hebben we ook de optimale
beleidsparameters en de minimaal verwachte kosten per periode berekend.
De resultaten worden vermeld in tabel VI.2 van bijlage VI (blz. 264). De
maximale procentuele afwijking van de minimaal verwachte kosten per pe-
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riode bij toepassing van de líneaire beslissingsregel met variabele be-
slissingsperiode bedraagt voor de onderzochte combinaties: 33,5Y,. De
"optimale" lineaire beslissingsregel is bij een verwachte kassaldoveran-
dering gelijk aan nul geen bruikbaar alternatief omdat de hieraan ten
grondslag ligg,ende redenering nu niet geldt.
Tot slot van dit hoofdstuk nog een opmerking over de hierin gehanteerde
normaliteitsveronderstelling. Door Buhler (1979) is de deze veronder-
stelling nader onderzocht. Hij heeft aangetoond dat indien er alleen
variabele transactiekosten zijn en de exogene veranderingen per periode
Bêta verdeeld zijn de verwachte kosten per periode op basis van normaal
verdeelde veranderingen bepaalde beleidaparameters, nauwelijks afwijken
van die, welke men verkrijgt ale men de beleidsparameters bepaald uit-





In de twee voorafgaande hoofdstukken hebben we twee sub-optimale beslis-
singsregels besproken waarvoor de beleidsparameters eenvoudig te bereke-
nen zijn. Een derde mogelijkheíd om de beleidsparameters eenvoudig te
berekenen is te verkrijgen door de veronderstelling, dat zowel de con-
trole als de eventuele bijsturing van het kassaldo aan het begin van een
periode plaatsvinden, te vervangen door de veronderstelling dat het kas-
saldo continu gecontroleerd wordt en dat er een transactie wordt uitge-
voerd op het moment dat het kassaldo een van de controlegrenzen over-
schrijdt. We zullen deze wijze van handelen ín het vervolg aanduiden als
continue controle en de hierbij behorende optimale beleidsparameters
noteren als: dc, Dc, Uc en uc.
Miller en Or~..(1966, 1968) hebben een belangrijke impuls gegeven tot het~--..- .. - ~. . -J.
ontwikkelen en evalueren van op continue controle gebaseerde modellen
voor het stochastische liquiditeiteprobleem. Kenmerkend voor het door
Miller en Orr ontwikkelde model (1966) i s dat er alleen vaste kos[en met,. -...-. -een transactíe verbonden zijn, dat de verwachtingswaarde van de kassal-.- - - - -- , : ,.,,,....~~.....doverandering per periode gelijk aan nul'is en dat de beslissec de waar-.~.. .-.....-.-.~-.--...,--.r, ...- ~..~.. ....- -~.-., . .....w..w.`,,.,de van de onderste controlegrens zelf specificeert.
Aan de door Conetantinides ( 1976) geleverde bijdrage tot het liquidi-
teitsprobleem waarin uitgegaan wordt van continue controle is in de fi-
nanciële literatuur veel minder aandacht besteed dan aan de bijdragen
van Miller en Orr. Niet alleen heeft Constantinides een veel algemenere
formulering gegeven voor het door Míller en Orr behandelde liquiditeits-
probleem, maar ook heeft hij onder bepaalde voorwaarden de optímale be-
leidsparameters afgeleid voor het in paragraaf 3.1 geformuleerde pro-
bleem bij continue controle.
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In paragraaf 7.2 zal een beschrijving gegeven worden van het door Miller
en Orr (1966) ontwikkelde model, de erop gebaseerde varianten en de be-
schreven toepassingen.
In paragraaf 7.3 wordt het door Constantinides ontwikkelde model be-
schreven, omdat dit model de grondslag levert voor de bepaling van de
optimale beleidsparameters in paragraaf 7.4. In deze paragraaf worden de
optimale beleidsparameters bepaald voor combinaties van probleemparame-
ters die niet aan de door Constantinides gestelde voorwaarden voldoen.
Dit is het geval indien er alleen vaste transactiekosten 2ijn en meestal
indien de kosten van tekort niet gelijk zijn aan die van het in voorraad
houden. Bovendien vermelden we in deze paragraaf de resultaten van Con-
stantinides.
In paragraaf 7.5 zullen we vervolgens de beleidsparameters uit het model
met continue controle evalueren als een alternatief voor de optimale
beleidsparameters en in paragraaf 7.6 worden de resultaten uit dít
hoofdstuk samengevat.
7.2 Het model van Míller en Orr
Het artikel van .-iller.,.-en,-orr (1966) heeft de belangrijkste bijdrage
geleverd voor de toepassing van controlemodellen op het stochastische
kasbeheersprobleem. Het model van Miller en Orr is gebaseerd op de vol-
gende veronderstellingen:
`1:` Er is een saldo dat minimaal gehandhaafd moet worden. Dit saldo wordt
ter vereenvoudiging van de beschrijving gelijk aan nul gesteld.
2. De voorraadkosten zijn rechtevenredig met het saldo dat aangehouden
wordt en de tijd dat het aangehouden wordt.
3.~ De transactiekosten zijn onafhankelijk van de omvang van de transac-
tie en van de richting waarin de transactie plaatsvindt ( al ~ a2 - a).
--`~, 4.1 De kassaldoveranderingen per periode zijn normaal verdeeld met ver-
wachtingswaarde nul en variantie a2.
~ Een transactíe wordt uitgevoerd op het moment dat een controlegrens
overschreden wordt.




Uc L Dc a (3a.a2~4h)lI3
dc - 0
Kenmerkend voor dit resultaat is dat de transactie-omvang bij een saldo-
vermindering (uc-Uc) altijd tweemaal zo groot is als díe bij een saldo-
vermeerdering (D -d ).c c
In hun tweede artikel beschrijven .,Miller en Orr (1968) onder meer de
ui[breidingsmogelijkheden voor een probleem met meerdere activa. Weitz-
mann ( 1968) verruimde de veronderstellingen van het model door een asym-
metrische transactiekostenfunctie te introduceren en Frost (1970) door
de invloed van de relevante kostenfuncties op de bepaling van het mini-
maal aan te houden saldo in de beschouwing te betrekken.
Aan de toepassingsmogelijkheden van het model van Míller en Orr of van
varianten hierop is ruimschoots aandacht geschonken in de literatuur.
Voorbeelden hiervan zijn te vinden bij Miller en Orr (1967), Maldonado
en Ritter (1971), Orr (1970), Stone (1972), Homonoff en Mullins (1975)
en Scott (1983). Stone (1972) en Homonoff en Mullins (1975) houden bij
de formulering van hun model zowel rekening met de looptijdstructuur van
de beleggingsmogelijkheden als met de in de prak[ijk vaak gestelde eis
om een minimaal gemiddeld saldo over een tijdvak aan te houden ter com-
pensatie van de door de bank verleende diensten. Aan de verkregen resul-
taten omtrent de mate waarin de onderzochte kassaldoveranderingen aan de
gestelde hypothese voldoen hebben we reeds aandacht geschonken in para-
graaf 1.3.
7.3 Het model van Constantinides
Evenals bij het discrete stochastische liquiditeítsprobleem is er ook
bij het continue stochastische liquiditeitsprobleem een onderscheid te
maken tussen de artikelen die betrekking hebben op de bepaling van de
structuur van het optimale beleid en de artikelen die gericlit zijn op de
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bepaling van de optimale beleidsparameters ervan uitgaande dat een be-
paalde s[ructuur optimaal is.
Twee belangrijke bijdragen aan de bepaling van de optimale structuur
zijn geleverd door Vial (1972) en Constantinides en Richard (1978).
Eerstgenoemde auteur (Vial 1972, blz. 254) voert het begrip toegelaten
structuur in, dat aan de volgende eisen moet voldoen:
1. het continueringsgebied, (dc,uc), ís een eindíge verzameling van open
intervallen;
2. ieder terugkeerpunt behoort tot het continueringsgebied.
Hij bewees voor het model met gedisconteerde kosten, onder de veronder-
stelling da[ er een waardefunctíe bestaat die aan bepaalde eisen vol-
doet, dat het optimale beleid een toegelaten structuur heeft.
De eisen waaraan zijn waardefunctie moet voldoen komen overeen met de
nog te bespreken optimaliteitsvoorwaarden (7.4) t~m (7.7). Constantini-
des en Richard (1978) bepaalden voor het model met gedisconteerde kosten
de genoemde waardefunctíe, bewezen dat deze functie aan de door Vial
gestelde eisen voldoet en dat het optimale beleid een (dc,Dc,Uc,uc)-
structuur heeft.
Hoewel optimale beleidsparameters ook bepaald kunnen worden uit de ge-
noemde waardefunctie, maken we hiervan geen gebruik omdat de veronder-
stellingen voor een expliciete bepaling van de beleidsparameters te be-
perkend zijn. Dit is niet het geval bij het door Constantínides (1976)
geformuleerde model me[ gemiddelde verwachte kosten. Hiermee zijn de
optimale beleidsparameters te bepalen, indien men ervan uitgaat dat het
optímale beleid een (d ,D ,U ,u )-structuur heeft. Omdat het door Con-c c c c
stantinides geformuleerde model het uitgangspunt ie voor de in de vol-
gende paragraaf af te leiden resultaten zullen we eerst het liquidi-
teitsprobleem formuleren als een stochastisch beslissingsprobleem met
continue controle.
Bij de formulering van het liquiditeitsprobleem als een stochastisch
beslissingsprobleem met continue controle noteren we de exogene cumula-
tieve kassaldoverandering gedurende het tijdsinterval [t,s) als: k(t,s).
Deze kassaldoverandering wordt zo gedefinieerd, dat voor elke indeling
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tU ~ tl ~...m van het interval [tU,m), de stochastische variabelen
k(tU,tl),k(tl,[2),...,k(ti,ti,~l) onafhankelijk en normaal verdeeld zijn
met verwachtin swaarde (t -t 2g itl i)'u en variantie (titl-ti)'o '
Hieruit volgt dat de exogene c~ulatieve kassaldoveranderíng beschreven
kan worden in termen van een Wiener proces w(t) als:
k(t,tfdt) a udt t[w(tfdt) - w(t)].a
De toestand van het kasbeheerssysteem op tijdstip t wordt bepaald door
het kassaldo op tijdstip t en genoteerd als x(t). De beslisser volgt het
proces continu en intervenieert alleen indien de werkelijke toestanden
afwíjken van de gewenste toestanden. Omdat de beslissing om in te grij-
pen op tijdstip t afhangt van de toestand van het systeem juist voor
tijdstip t, zijn de tijdstippen waarop de beslisser intervenieert, sto-
chastische variabelen. We noteren deze als Ti, met 0- TU c T1 ~ T2 ~
... ~ TN. Bovendien definiëren we een rij transacties: {vi}, zodat op
tijdstíp T1 het kassaldo verandert wordt met vi. Noteren we het kassaldo
op tijdstip Ti, juist voordat de transactie uitgevoerd wordt door x(Ti)
en het saldo nadat de transactie uitgevoerd i s door x(T.), dan kunnen dei
toestandsvergelijkingen van het kassysteem als volgt geformuleerd wor-
den:
X(Ti) - X(Ti) f vi , i~ 1,2,...,N.
dx(t) ~-k(t,t~-dt) , Ti c t ~ Titl ' i- U,1,"L,...,N
Door de eerste toestandsvergelijking wordt de verandering die in de [oe-
stand van het systeem optreedt ten gevolge van een transactie weergege-
ven. Door de tweede de verandering díe optreedt door de exogene kassal-
doveranderingen tussen twee transactíes. Híerin staat rechts van het
gelijkteken een minteken omdat een positieve waarde van k(t,ttdt) een
saldovermindering tot gevolg heeft.
Evenals in paragraaf 2.2 bestaan de kosten van een transactie uít een
vaste en een proportionele component, terwíjl de kosten van het in voor-
raad houden en de kosten van tekort op ieder tijdstip rechtevenredig
zíjn met de omvang van het kassaldo op dat tijdstip:
139
V(x(t)) - h.x(t) , indien x(t) ~ 0;
(7.1)
- -s.x(t) , indien x(t) ~ 0
Bij de bepaling van de optimale beleidsparameters gaan we ervan uit dat
het optímale beleid een (dc,Dc,Uc,uc)-structuur heeft. Bij het formule-
ren van de doelstellingsfunctie maken we gebruik van een index p waar-
door aangegeven wordt dat de vier beleidsparameters elke een specifieke
waarde hebben. De verwachte kosten van een beleid met parametercombina-
tie p, gegeven het kassaldo op tijdstip 0: x(0), gedurende het interval
[O,t) noteren we als:
N(t) t
EX(~){ E T(vi) f J V(x(s))ds} ,
ia 1 0
waarin N(t) het aantal transacties in het tijdeinterval [O,t) aangeeft.
De verwachte kos[en per tijdseenheid van een beleid met parametercombi-
natie p, gegeven het kassaldo op tijdstip 0 als de planhorizon naar on-
eindig gaa[, noteren we als: y, dus
P
N(t) t
yp - lim C EX(p){ E T(vi) t f V(x(s))ds} (7.2)
t-~m 1-1 0
Voor het bepalen van de optimale beleidsparameters moeten de verwachte
kosten per tijdseenheid geminimaliseerd worden. Hiertoe schrijven we de
verwachte kosten over het tijdsinterval [O,t) als een functie van de
begintoestand en de verwachte kosten per tijdseenheid in de stationaire
toestand:
N(t) t
EX(~){ E T(vi) t J V(x(s))da} a Wp(x(0)) t ypt
ia 1 0
De functie Wp(x(0)) wordt door Constantinides (1976) een potentiéle kos-
tenfunctie genoemd omdat het verschil in totale kosten bij twee ver-
schillende beginsaldo's xl(0) en x2(0) indien de planhorizon naar onein-
dig gaat en een beleid met dezelfde waarden voor de beleidsparameters
gevoerd wordt, gegeven wordt door WP(xl(0)) - Wp(x2(0)).
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Ter vereenvoudiging van de formules laten we in het vervolg zowel de
index p als de tijdsaanduidíng bij de toestandsvariabele x achterwege.
Constantinides (1976) heeft bewezen dat índien de planhorizon naar on-
elndty{ Kiiat de func[ie W(x) ín het conLinuc~rtnxskebíed (d,u), ,~nn ~Ic.
volgende differentiaalvergelljking voldoet:
-y f V(x) - u.W'(x) f 2 oZ.W"(x) a 0
Hierin ís:
2
W'(x) : dáxx en W" (x) :- d W 2 .
dx
(7.3)
De optimale beleidsparameters kunnen nu bepaald worden door gebruik te
maken van (7.3) en van de eígenschappen van een optimaal (dc,Dc,Uc,uc)-
beleid.
7.4 Bepaling van de optimale beleidsparameters
In deze paragraaf bepalen we de optimale beleidsparameters door gebruik
te maken van (7.3), de gegeven interpretaties van y en W(x) en de vol-
gende eigenschappen:
1) Bij een optimaal beleid zal er, indien er een transactie wordt uitge-
voerd, altijd een zodanige kassaldoverandering plaatsvinden, dat de mar-
ginale transactiekosten in het optimale punt gelijk zijn aan de margina-
le reductie van de potentiële kostenfunctie. Hieruit volgt dat voor een





2) Bij een optimaal beleid moet gelden dat de reductie van cle potentiële
kostenfunctie door een saldovermindering van u naar U en door een saldo-
vermeerdering van d naar D, gelijk zijn aan de hiervoor te maken trans-
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actiekosten (vergelijk ook figuur 2.5). Hieruit volgt dat voor een opti-
male oplossing moet gelden:
W(dc) - W(Dc) z al t bl.(Dc-dc)
W(uc) - W(Uc) - a2 f b2.(uc-Uc)
(7.6)
(7.7)
Omdat de oplossing van de differentiaalvergelijking (7.3) afhankelijk is
van de verwachtingswaarde van de kassaldoverandering, maken we een on-
derscheid tussen een verwachte kassaldoverandering per periode gelijk
aan nul en een verwachte kassaldoverandering per periode ongelijk aan
nul. We beperken ons in deze paragraaf tot het beschrijven van de metho-
de waarmee de optimale beleidsparameters bepaald zijn voor een verwachte
kassaldoverandering per periode gelijk aan nul en tot het geven van de
door Constantinides (1976) verkregen reaultaten voor een verwachte kas-
saldoverandering per periode ongelijk aan nul. Voor de formele bepaling
van de optimale beleídsparameters bij een verwachte saldoverandering per
periode gelijk aan nul verwijzen we naar bijlage F(blz. 227).
Bepaling van de optimale beleidsparameters bi een verwachtíngswaarde
gelijk aan nul
Omdat het referentieniveau van de potentiéle kostenfunctie willekeurig
gekozen mag worden stellen we dit gelijk aan nul:
W(0) - 0.
Bij een verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul wordt
na substitutie van (7.1) de oplossing van (7.3):
-W(x) z x.W'(0) t(1~o2)(y.x2 - h.x3~3), 0 ~ x t u (7.8)
- x.W'(0) f(1~a2)(Y.x2 f s.x313), d ~ x ~ 0 (7.9)
Omdat de potentiële kostenfunctie voor waarden van x kleiner dan nul
verschilt van die voor waarden groter dan nul moet er bij de bepaling
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van de optimale beleidsparameters een onderscheid gemaakt worden tussen
de volgende drie mogelijkheden:
1) dc~OG Dcc Uc~uc ;
2) d C D C 0 C U c u ;c c c c
3) d ~ D t U G 0~ u .c c c c
De mogelijkheden dat bij een optimaal beleid alle vier de beleidsparame-
ters kleiner dan of groter dan nul zijn behoeven niet onderzocht te wor-
den omdat dit nooit optímaal kan zijn. Immers dan is er altijd een onno-
dige posítieve of negatieve voorraad.
Constantinides (1976) heeft de optimale beleidsparame[ers bepaald uit-
gaande van de tweede mogelijkheid. De door hem gebruikte methode is ech-
ter slechts gedeeltelijk toepasbaar bij de eerste en derde mogelijkheid
omdat de controlegrens en het bijbehorende terugkeerpunt nu niet door
dezelfde potentiële kostenfunctie bepaald worden. Wij zullen de bepaling
van de optimale beleidsparameters beschrijven uitgaande van de eerste
mogelijkheid en vervolgens de resultaten vermelden die verkregen worden
indien men uitgaat van de tweede of derde mogelijkheid.
dc ~ 0 C Dc G Uc ( uc
Voor de bepaling van de optimale beleidsparameters zijn de punten van de
potentiële kostenfunctie, die voldoen aan de vootwaarde dat de marginale
reductie van de potentiële kostenfunctie gelijk is aan de marginale
transactiekosten, van belang. De punten waarin de marginale reductie ge-
lijk is aan de marginale transactiekosten bij een kassaldovermindering
noemen we Ucl en Uc2 met Ucl C Uc2~
Deze zijn ui[ (7.7) en (7.8) te bepalen als:
Ucl m YIh - ( l~h)IYZ - h.o2(b2-W'(0)~1~2




Deze wortels zijn reëel, indien:
y2 ~ h.a2(b2-W'(0))
Bovendien geldt 0 C Ucl, indien tevens voldaan wordt aan:
b2 - W'(U) ~ 0
(7.12)
(7.13)
De punten waarin de marginale reductie van de potentiële kostenfunctie
gelijk is aan de margínale traneactiekosten verbonden met een kassaldo-
vermeerdering noemen we Dcl en Dc2 me[ Dcl C Dc2, als ze bepaald worden
door (7.8) en Dc3 als deze bepaald worden door (7.9).
Uit (7.8) en (7.6) volgt:
Dcl - YIh - (l~h)IY2 f h.a2(b1tW'(U)~1~2
Dc2 - Y~h t(l~h)~Y2 f h.a2íbltW'(U)~1~2
Is
Y2 ~ - h.a2(b1tW'(U))
en





dan zijn beíde wortels reëel en geldt bovendien 0 ~ Dcl C Ucl C Uc2 C
Dc2.
Uit (7.9) en (7.6) volgt dan dat er slechts een punt op (-W,0) dat ook
aan (7.17) voldoet. We noemen dit punt Dc3'
Dc3 - -Y~s - (lIs)IY2 - s.a2(b1tW'(0)11~2 (7.18)
De gevonden punten Ucl~ Uc2~ Dcl~ Dc2 en Dc3 zijn aangegeven in de in
figuur 7.1 getekende potentiële kostenfunctie welke aan de voorwaarden
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(7.12), (7.13), (7.16) en (7.17) voldoet. Bij de interpretaties van deze
figuur moeten we ons realiseren dat voor W(0) de waarde nul gekozen is
en dat de getekende situatie geldt als de kosten van tekort duidelijk
groter zijn dan die van het in voorraad houden.
x
Figuur 7.1 Een potentiële kostenfunctie met dc ~ 0~ Uc ~ Uc ~ uc
Zoals uit figuur 7.1 volgt zal, indien er bij een optimaal beleid een
kassaldovermindering door middel van een transactie plaatsvindt, dit al-
tijd gebeuren tot Ucl. Immers tussen Ucl en Uc2 is de marginale reductie
van de potentíële kostenfunctie groter dan b2. Het saldo x- Uc2 kan dus
niet het optimale bovenste terugkeerpun[ zijn, omdat een verdere reduc-
[ie van de kosten verkregen kan worden door het saldo te verminderen tot
een waarde kleiner dan UcZ.
Bij een optimaal beleid zal alleen maar een transactie, die het saldo
verminderd, uitgevoerd worden als de reductie van de po[entiële kosten-
functie minstens even groot is als de aan de transactie verbonden kos-
ten. Zoals uit figuur 7.1 blijkt, is de tutale kostenreductie maximaal,
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indien de kassaldovermindering plaatsvindt vanuít Uc2. Voor het bestaan
van een optimaal bovenste terugkeerpunt moet dus gelden:
W(Uc2) - W(Ucl) ~ a2 f b2.(Uc2-Ucl) (7.19)
Eveneens volgt uit fíguur 7.1 dat indien er bij een optimaal beleid een
kassaldovermeerdering door middel van een transactie plaatsvindt, dit
altijd zal zijn tot Dcl. Tevens geldt dat voor het bestaan van een opti-
maal onderste terugkeerpunt in de gestelde situatie, moet gelden:
W(Dc3) - W(Dcl) ~ al t bl.(Dcl-Dc3) (7.20)
Substitutie van (7.10) en (7.11) in (7.19) en van (7.14) en (7.18) in
(7.20) geeft twee ongelijkheden met als onbekende varíabelen Y en W'(0).
In bijlage G(blz. 233) wordt bewezen dat de minimale Y die aan de voor-
waarden (7.12), (7.13), (7.16) en (7.17) voldoet te bepalen is door
(7.19) en (7.20) als gelijkheden te schrijven indien de probleemparame-
ters aan de twee volgende voorwaarden voldoen:
-a2.h(blfb2) ~ (3h2.a2.a2I4)2,3 - (3s2.a2.all4)2~3
s ~ 3h.
(7.21)
Bovendien volgt uit het genoemde bewijs dat de optimale beleidsparame-
ters: dc, Dc, Uc en uc gelijk zijn aan reapectievelijk: Dc3, Dcl' Ucl en
Uc2. Door substituties zijn nu de minimaal verwachte kosten per tijds-
eenheid als een ímpliciete functie van de probleemparameters te schrij-
ven en de optimale beleidsparameters ala functies van de minimaal ver-
wachte kosten per tijdseenheid en de probleemparameters. Deze formules
worden gegeven in bijlage F(blz. 227).
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d c D ~ 0 ~ U C uc c c c
De bepaling van de optimale beleidsparameters is uitgaande van de tweede
mogelijkheid duidelijk eenvoudiger omdat dc en Dc nu uit dezelfde poten-
tiéle kostenfunctie (7.9) volgen en omdat ook de minimaal verwachte kos-
ten per tijdseenheid direct te bepalen zijn. Voldoen de probleempara-
meters aan:
-a2.h(bltb2) ~ (3h2o2a2I4)2I3 - (3s2oZalI4)2I3 ~ o2(bltb2) (7.22)
dan kunnen de optimale beleidsparameters en het kwadraat van de verwach-
te kosten per tijdseenheid gegeven worden door:
uc - YIh t (lIh)(3h2a2a2I4)lI3
Uc - YIh - (lIh)(3h2a2a2I4)lI3
Dc --YIs t (lIs)(3s2a2alI4)lI3
dc ' -YIs - (lIs)(3s2a2alI4)lI3
Y2 - (a2hsl(hfs))(blfb2) t (sI(h-FS))(3h2a2a2I4)2I3
f (hI(hts))(3s2a2alI4)2I3
De structuur van de formules voor de bovenste controlegrens en het bo-
venste terugkeerpunt is dezelfde als bij de eerste mogelijkheid. Dit
geldt niet voor het onderste terugkeerpunt en de onderste controlegrens.
d ~ D t U C 0 ~ uc c c c
De bepaling van de optimale beleidsparameters uitgaande van de derde
mogelijkheid kan op eenzelfde wijze gebeuren als beschreven voor de eer-
ste mogelijkheid. Aan de derde mogelijkheid wordt voldaan indien voor de
probleemparameters de volgende twee voorwaarden gelden:
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(3h2a2a2I4)2~3 - (3s2a2alI4)2I3 ~ s.a2(blfb2)
h ~ 3s.
(7.23)
De bijbehorende optimale beleidsparameters en verwachte kosten per
tijdseenheid staan eveneens in bijlage F(blz. 227).
Eigenschappen van de resultaten
Voor een verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul gelden
de volgende eigenschappen:
1. De optimale beleidsparameters zijn gegeven de verwachte kostenvoet en
de waarden van de probleemparameters eenvoudig te berekenen. De verwach-
te kostenvoet is te benaderen met behulp van de Regular Falsi.
2. Zijn er geen vaste kosten verbonden aan een transactie dan kunnen de
formules voor de bijbehorende beleidsparameters aanzienlijk vereenvou-
digd worden, evenals indien er geen variabele kosten verbonden zijn aan
een transactie.
3. Het belangrijkste verschil bij het optimale beleid in Dc - dc en uc -
Uc, de optimale transactie-omvang, is dat indien het teken van het kas-
saldo bij een transactie ongewijzigd blijft de transactie-omvang alleen
afhankelijk is van de variantie, de vaste transactiekosten en de bij het
saldo behorende "voorraadkosten". Treedt er ten gevolge van een transac-
tie een tekenwijziging in het kassaldo op dan ia de transactie-omvang
afhankelijk van alle probleemparameters.
4. Zijn zowel de controlegrens als het bijbehorende terugkeerpunt posi-
tíef of negatief, dan is de structuur van de formule ter bepaling van de
optimale transactie-omvang zowel bij een kassaldovermeerdering als bij
een kassaldovermindering gelijk aan die van een kassaldovermindering in
het model van Miller en Orr (1966).
5. Omdat de optimale beleidsparameters bij contínue controle aan dezelf-
de proportionaliteitaeiqenschappen voldoen als de optimale beleidspara-
meters bíj periodi.eke controle moqen ook de resultaten uit de berekenin-
gen bij continue controle gegeneraliseerd worden.
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Bepaling van de optimale beleidsparame[ers bii een verwachtingswaarde
ongelijk aan nul
Zijn de verwachte saldoveranderíngen per periode ongelíjk aan nul, dan
is het alleen maar mogelijk om de optimale beleidsparameters expliciet
te bepalen als er geen vaste transactiekosten zijn. Omdat bij alleen
proportíonele transactiekosten de optimale controlegrens en het bijbeho-
rende terugkeerpunt samenvallen behoeft er geen onderscheid gemaakt te
worden tusaen verschillende mogelijkheden omdat bij een optimaal beleid
de samenvallende beleidsparameters elk aan een zijde van het nulpunt
moeten líggen. Anders ontstaat er immers permanent een onnodig positíef
of negatief kassaldo.
De optimale beleidsparameters zijn nu te bepalen [zie Constantinides
(1976), blz. 1327-1329] door het oplossen van (7.3) onder de voorwaarden
(7.4), (7.5) en
W~~(D) ~ Di
W" (U) ~ 0,
Hieruit volgt
Uc ~ Ylh f ub2lh ;
D~ 3 -Ylg t ublls :
h[1 - exp(-2uYI(a2h) - 2u2b2I(Q2h)] ~
s[-1 t exp(2uYI(o2s) - 2u2b1I(a2s)],
(7.24)
(7.25)
zodat ook de optimale beleidsparameters bij een verwachte kassaldoveran-
dering per periode ongelijk aan nul en alleen proportionele transactie-
kosten eenduidig bepaald kunnen worden.
Gebruikmakend van de in deze paragraaf vetkregen resultaten kunnen we de
optimale beleidsparameters uit het continue model nu evalueren als een
alternatíef voor de optimale beleidsparameters uit het periodieke model.
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7.5 De optimale beleidsparameters bij continue controle als alternatief
voor de optimale beleidsparameters bij periodieke controle
De bruikbaarheid van de beleidsparameters uit het continue model als
alternatief voor de optimale beleidsparameters uit het periodieke model
is in sterke mate afhankelíjk van de afwijkingen die de zojuist bepaalde
beleidsparameters vertonen ten opzichte van de optimale beleidsparame-
ters. Daarom zullen eerst de genoemde verschillen geanalyseerd worden.
Vervolgens onderzoeken we de afwijkingen van de minimaal verwachte kos-
ten per periode die ontstaan door toepassing van de beleidsparameters
uit het continue model.
Beide vergelijkingen zullen afzonderlijk gemaakt worden voor een ver-
wachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul en een verwachte
saldoverandering groter dan nul. Op grond van de laatstgenoemde verge-
lijking volgt ook de bruikbaarheid bij een verwachte saldoverandering
per periode kleíner dan nul.
Een verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul
De optimale waarden van de beleidsparameters bij een verwachte kassaldo-
verandering per periode gelijk aan nul bij continue controle worden ge-
geven in tabel VII.1 van bijlage VII (blz. 266) en bij periodieke con-
trole in tabel I.7 van bijlage I(blz. 248). De verschillen staan in
tabel VII.2 van bijlage VII (blz. 267).
Zoals uit de laatstgenoemde tabel blijkt is het optimale continuerings-
gebied bij continue controle (u~dc) groter dan bij periodieke controle
(u-d) indien er transactiekos[en zijn. Bovendien geldt in dat geval voor
alle onderzochte combinaties van de probleemparameters dc ~ d en voor de
meeste combinaties uc ~ u. Het laatste geldt alleen niet als de kosten
van tekort groter zijn dan de kosten van het in voorraad houden en de
transactiekosten relatief klein zijn. Immers bij afwezigheid van trans-
actiekosten is de optimale voorraad bij een optimaal beleid en s~ h
duidelijk groter omdat hier de controle slechts periodiek plaatsvindt.
Dit verandert pas als de transactiekosten noemenswaardig worden zoals
ook uit tabel VII.2 (blz. 267) volgt. Ook geldt dat de minimale transac-
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tie-omvang bij continue controle (u~Uc en D~dc) groter is dan de mini-
male transactie-omvang bij periodieke controle (respectievelijk u-U en
D-d).
Omdat het continueringsgebied groter is bij toepassing van de beleidspa-
rameters uit het model met continue controle en omdat dc ~ d zijn de
verwachte transactiekosten per periode kleiner en de verwachte voorraad-
kosten per periode groter dan bij toepassing van de optimale beleidspa-
rameters.
De verwachte kosten per periode bij toepassing van de beleidsparameters
uit het model met continue controle ataan in tabel VII.3 (blz. 268),
die bij toepassing van de optimale beleidaparameters staan ín tabel TV.7
en IV.8 (blz. 259 en blz. 260) en de hieruit resulterende procent~~ele
afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode bij toepassing
van de optimale beleidaparametera uit het continue model bij een ver-
wachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul staan in tabel
7.1.
s'h s- 3h
alsa2 b-0 b-h ba 5h b~ lOh b30 ba h b- 5h b- lOh
0 0,0 1,7 1,1 1,0 24,7 7,3 3,4 1,1
O,lah 2,7 2,6 0,7 0,6 12,6 7,9 1,7 1,2
ah 2,9 1,7 1,4 0,7 6,8 5,2 1,9 1,2
l0ah 1,9 1,5 1,0 0,4 3,0 2,6 1,1 0,8
Tabel 7.1 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepasaing van de optimale beleidsparameters uit het
continue model (u ~ 0)
Zoals uit deze tabel blijkt ia de procentuele afwijking in de meeste
gevallen vrij gering. Dit geldt voor alle gevallen waarin de variabele
koaten van het in voorraad houden en van tekort aan elkaar gelijk zijn.
Zijn deze kosten niet aan elkaar gelijk en zijn de vaste transactiekos-
ten relatief klein, dan is het reaultaat met de optímale beleidsparame-
ters uit het continue model minder goed. Dit wordt veroorzaakt doordat
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bij continue controle de waarde van de onderste controlegrens altijd
kleiner dan of gelijk aan nul is, omdat er anders een onnodige permanen-
te positieve voorraad ontstaat, terwijl bij een optimaal beleid bij pe-
riodieke controle de onderste controlegrens positief kan zijn, bijvoor-
beeld indien bl ~ b2 ~ 2h en s- 3h en al ~ a2 a 0.
Uit de resultaten van Inderfurth (1977) is gebleken, dat de lineaire be-
slissingsregel redelijke resultaten geeft bij een verwachte kassaldover-
andering per periode gelijk aan nul en alleen variabele transactiekos-
ten. Daarom vergelijken we deze resultaten met die uit het continue mo-
del. De verwachte kosten per periode bij toepasaing van de optimale he-
leidsparameters (C), bij toepassing van de beleidsparameters uit het
continue model (Cc) en bij toepassing van de lineaire beslissingsregel
(CL) worden gegeven in tabel 7.2. Zoala uit tabel 7.2 blijkt geeft de
lineaire beslissingsregel betere resultaten als er geen vaste transac-
tiekosten zijn voor s- 3h en bl ~ b2 ~ 1,Sh.
Zijn de vaste transactiekosten gelijk aan O,lah dan geeft de lineaire
beslissingsregel betere resultaten voor s- 3h en bl z b2 G h zoals uit
tabel 7.2 en tabel VII.3 (blz. 268) af te leiden is. Dat de líneaire
beslissíngsregel betere resultaten geeft voor s~ 3h komt omdat indien
er geen transacttekosten zijn de optimale voorraad bíj toepasaing van de
lineaire beslissingsregel hetzelfde is als bij een optimaal beleid, ter-








0 0,80 0,80 0,80 1,28 1,59 1,28
0,5h 1,10 1,13 1,13 1,60 1,74 1,62
h 1,32 1,34 1,38 1,85 1,98 1,91
1,Sh 1,50 1,52 1,60 2,06 2,15 2,16
5h 2,40 2,42 2,65 3,11 3,22 3,43
lOh 3,28 3,31 3,66 4,15 4,19 4,68
Tabel 7.2 De verwachte koaten per periode bij toepassing van de optimale
beleidaparameters (C), de optimale beleidsparameters uit het continue
model (Cc) en de linesire besliasingsregel (CL) voor al - a2 ~ O,lah
en u ~ 0
Voor de bepaling van de bruikbaarheid van elke aub-optimale beslissings-
regel is de procentuele afwijkíng van de minimaal verwachte kosten
slechte een indicatie voor de bruikbaarheid. De keuze van de te hanteren
methode voor de berekening van de beleidaparameters wordt bepaald door
de absolute afwijking van de minimaal verwachte kosten per periode en
door de eenvoud van de berekeningsmethode. De absolute verschillen tus-
sen de verwachte kosten per periode bij toepassing van de optimale be-
leidsparametera uit het model met continue controle en de minimaal ver-
wachte kosten per periode zijn te berekenen uit tabel VII.3 van bijlage
VII (blz. 268) en de tabellen IV.8 en IV.9 van bijlage IV (blz. 260 en
261).
Zijn de kosten van het in voorraad houden gelijk aan die van tekort dan
bedraagt de maximale absolute afwijking van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van de optimale beleidsparameters uit het
continue model 0,039ah en indien er transactiekosten zijn en de kosten
van tekort driemaal de kosten van het in voorraad houden bedragen, is de
maximale afwijking 0,170ah. Deze absolute afwijking is duidelijk lager
indien de vaste traneactiekoaten noemenswaardig zijn zoals ook uit de
procentuele verschillen af te leiden is.
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F.en verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul
Is de verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul, dan
zijn, zoals in paragraaf 7.4 gebleken is, de optimale beleidsparameters
bij continue controle alleen maar eenvoudig te bepalen als er geen vaste
transactiekosten zíjn. De resultaten voor een verwachte kassaldoveran-
dering groter dan nul staan vermeld in tabel VII.4 (blz. 268), terwijl
de verschillen tussen deze en de optimale beleidsparameters vermeld wor-
den in tabel VII.S (blz. 269).
Zoals uit laatstgenoemde tabel blijkt, is het continueringsgebied bij
variabele transactiekosten bij continue controle groter dan bij perio-
dieke controle. Het verschil is bovendien groter naarmate de variatie-
coëfficiënt groter is. Evenals bij een verwachte kassaldoverandering per
periode gelijk aan nul geldt nu ook dc ~ d, doch in de meeste gevallen
niet uc ~ u, zoals bij een verwachtingswaarde gelijk aan nul.
De verwachte kosten per periode bij gebruik van de beleidsparameters uit
het continue model staan in tabel VII.6 (blz. 269). De procentuele af-
wijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode bij gebruik van
de optimale beleidsparameters uit het continue model staan voor een ver-
wachtingswaarde groter dan nul in tabel 7.3.
s-h s~3h
bl'b2 a- 0,5u a- u a- 3u a~ 0,5u a~ u a- 3u
0 154,5 46,6 5,5 375,0 162,0 58,8
h 50,3 30,5 6,3 144,4 97,6 32,0
5h 13,0 9,6 3,8 42,0 35,8 11,8
lOh 5,8 5,9 2,1 22,2 15,9 10,8
Tabel 7.3 De procentuele afwájkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van optimale beleidsparameters uit het conti-
nue model en al - a2 - 0 en u~ 0
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Zoals uit deze tabel blijkt, vormen de beleidsparameters bij het conti-
nue model bij een verwachte kassaldoverandering per periode groter dan
nul geen adequaat alternatief voor de optimale beleidaparametera. Dit
slechte reaultaat met de beleidaparametera uit het continue model wordt
veroorzaakt door dat bij continue controle de onderste controlegrens
altijd kleiner dan of gelijk aan nul is, terwijl de onders[e controle-
grena bij een optimaal beleid zoala uit de tabellen I.1 t~m I.6 (blz.
242 t~m blz. 247) blijkt, altijd groter ia dan 0,89a, voor s~ h en gro-
ter dan 1,33a voor a~ 3h. Hierdoor zijn met name de verwachte voorraad-
koaten per periode duidelijk lager bij een optimaal beleid. Het ligt
voor de hand dat ook bij een verwachte kaesaldoverandering per periode
kleiner dan nul geen goede reaultaten verkregen worden door gebruik te
maken van de beleidsparametera uit het continue model.
7.6 Concluaiea
In dit hoofdstuk zijn de optimale beleidsparameters uitgaande van conti-
nue controle bepaald en geévalueerd als alternatief voor de optimale
beleidsparameters bij periodieke controle. We kunnen de resultaten als
volgt eamenvatten:
1. Is de verwachte kaesaldoverandering per periode gelijk aan nul dan
zijn de optimale beleideparameters uit het continue model eenvoudiger te
berekenen dan die uit het periodieke model. De afwijkingen van de mini-
maal verwachte koaten die ontstaan door toepassing van de uit het conti-
nue model berekende beleidaparameters zijn in het algemeen duidelijk
lager dan die verkregen worden door gebruik te maken van de lineaire
beslissingsregel. Iaat men de parametercombinaties met relatief lage
vaste transactiekosten buiten beschouwing dan zal de maximale procentue-
le afwijking hoogstena 5x en de maximale absolute afwijking hoogstens
0,12ah bedragen.
2. Is de verwachte kaasaldoverandering per periode ongelijk aan nul en
zijn er geen vaste kosten met een transactie verbonden, dan zijn de op-
timale beleidaparametera uit het model met continue controle eenvoudiger
te berekenen dan die uit het model met periodieke controle. De optimale
155
beleidsparameters uit het model met continue controle zijn echter in het
algemeen niet bruikbaar als alternatief voor de optimale beleidsparame-
ters van het model met periodieke controle.
156
HOOFDSTUK 8
BENADERINGEN VOOR DE OPTIMALE BELEIDSPARAMETERS
8.1 Inleiding
In de voorafgaande hoofdstukken hebben wij onderzoch[ in hoeverre de
sub-optimale beslissingsregels voor he[ liquidi[eitsprobleem te gebrui-
ken zijn als alternatief voor het optimale liquiditeitsbeleid. De be-
langrijkste conclusies hierui[ kunnen we als volgt samenvatten:
1. is de verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul en
worden de beleidsparameters uit he[ model met continue controle gebruikt
in plaats van de optimale beleidsparameters, dan zijn de verwachte kos-
ten per periode hierdoor niet noemenewaardig hoger indien door de pro-
bleemparameters aan nauwelijks beperkende voorwaarden voldaan word[;
2. ie de verwachte kassaldoverandering per periode echter groter dan
nul, dan is de bruikbaarheid van aub-optimale beslissingsregels afhanke-
lijk van de verhoudingen [ussen de probleemparameters. In het alhemeen
kan men stellen dat de resultaten voor problemen met een kleine varia-
tiecoëfficiënt (c 1) duidelijk beter zijn dan voor problemen me[ een
gro[e variatiecoéfficiënt (~ 3). Wel ís bij problemen met een kleine
variatiecoéfficiént de bruikbaarheid van zowel de voorraadtheoretische
benadering als van de "optimale" lineaire beslissingsregel afhankelijk
van de verhoudingen tussen de kostenparameters.
Uit de eerste conclusie volgt dat de optimale beleidsparame[ers benaderd
mogen worden door gebruik te maken van de resultaten uit hoofdstuk 7,
indien de verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul is.
Voor een verwachte saldoverandering per periode ongelijk aan nul be-
schikken we nog niet over een soortgelijk resultaat zoals uit de tweede
conclusie volgt. Daarom zullen in dit hoofdstuk een aantal benaderingen
voor de optimale beleidsparametera geconstrueerd worden. Deze benaderin-
gen zijn echter niet, gebaseerd op wijzigingen in de modelveronderstel-
lingen ten opzichte van het oorspronkelijk gestelde probleem, zoals bij
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de tot nu toe besproken sub-optimale beslissingsregels, doch op de ei-
genschappen van de optimale beleidsparameters zoals vermeld in paragraaf
3.5 en op de resultaten verkregen met de besproken sub-optimal~ beslis-
sinl;sregels ín de hoofdstukken 5, 6 en 7.
Aan de te construeren benaderingsformules stellen we de drie volgende
voorwaarden:
1. De beleidsparameters moe[en hiermee op een eenvoudige wijze te bere-
kenen zijn.
2. De benaderde beleidsparameters moeten aan dezelfde proportionali-
teitseigenschappen voldoen, waaraan ook door de optimale beleidsparame-
ters voldaan wordt.
3. De verwachte kosten per periode bij toepassing van de geconstrueerde
beleidsparameters mogen niet noemenswaardig hoger zijn dan bíj toepas-
sing van de optimale beleidsparameters.
Voor een verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul be-
schikken we zowel over de beleidsparameters van de optimale beslissings-
regel als over de beleidsparameters bij toepassing van de sub-optimale
beslissingsregels. Daarom zullen we in paragraaf 8.2 eerst híervoor be-
naderingen construeren. In paragraaf 8.3 wordt vervolgens onderzoctit in
hoeverre deze benaderingen gewijzigd moeten worden om ook toepasbaar te
zí,jn bij een verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul.
Bij de constructie van de benaderingsformules is tot nu toe steeds ver-
ondersteld dat de [ransactiekosten symme[risch zijn (al - a2 en
bl - b2). In paragraaf 8.4 worden de benaderingen zodanig aangepast, dat
ze ook geldig zijn indien de transactiekosten niet symmetrisch zijn.
Om tot een evaluatie van de geconstrueerde benaderingen te kunnen komen
worden in paragraaf 8.5 die combinaties van probleemparameters nader
onderzocht welke tot minder goede resultaten leiden. Ten slot[e worden
in paraRraaf 8.6 de te gebruiken benaderingen voor de optimale beleids-
parameters geformuleerd en worden de verkregen resultaten systematisch
weergegeven.
In dit hoofdstuk zullen we bij de bespreking van de resultaten zowel
aandacht schenken aan de procentuele als aan de absolute afwijkingen van
de minímaal verwachte kosten per periode die ontstaan door toepassing
van de geconstrueerde benaderingen. Evenals in de voorafgaande hoofd-
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stukken hanteren we de procentuele afwíjking van de minimaal verwachte
kosten per periode ala een indicatíe voor de bruikbaarheid van de gecon-
strueerde benaderingen. Maar in dít hoofdstuk zal ook aandacht geschon-
ken worden aan de absolute afwijkingen omdat deze uiteindelijk bepalend
zijn, geKeven de waarden van de probleemparameters, vour de k~~uze van d~~
methode waarmee de beleidsparameters berekend moeten worden.
8.2 BenaderínASformules voor een verwachte kassaldoverandering per pe-
riode gro[er dan nul
Voor het construeren van benaderingsformules voor het liquiditeitspra-
bleem met een verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul
maken we gebruik van het in paragraaf 6.5 gevonden resultaat dat de op-
timale normvoorraad van de líneaire beslissingsregel met variabele be-
slissingsperiode (6m) en alleen vaste transactiekosten een goede benade-
ring geeft voor de waarde van het onderste terugkeerpunt (D).
In paragraaf 3.5 is gebleken dat de proportionele transactiekosten
slechts een geringe invloed hebben op de waarde van het optimale onder-
ste terugkeerpunt indien de variatiecoëfficiënt niet al te groot is.
Daarom zal de genoemde normvoorraad ook een goede benadering geven voor
het onderste terugkeerpunt indien de variatiecoëfficiënt niet al te
groot is en er zowel vaste als proportionele transactiekosten zijn.
Voor de benadering van de drie overige beleidsparameters maken we ge-
bruik van de volgende, in paragraaf 3.5, gevonden verbanden:
- De omvang van de proportionele transactiekosten heeft een duidelijke
invloed op de afstand tussen de twee terugkeerpunten D en U.
- De omvang van de vaste transactiekosten heef[ een duidelijke invloed
op de omvang van de minimale transactie-omvang.
Omdat we door gebruík te maken van de normvoorraad beschikken over een
benadering voor het onderste terugkeerpunt kunnen we door gebruik te
maken van het als eers[e genoemde verband ook een benadering construeren
voor het bovenste terugkeerpunt. De controlegrenzen kunnen we vervolgens
benaderen door gebruik te maken van het als tweede genoemde verband.
Achtereenvolgens zullen we een benaderingsformule cons[rueren voor:
- Het onderste terugkeerpunt (D).
- Het verschíl tusaen de terugkeerpunten (U-D).
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- De minimale transactie-omvang bij een kassaldovermindering (u-U).
- De minimale transactie-omvang bij een kassaldovermeerdering (D-d).
Gebruikmakend van de met deze benaderde beleidsparametera berekende ver-
wachte kosten per periode zullen we vervolgens het resultaat evalueren.
De benaderingen voor de optimale beleidsparameters zullen we voorzien
van een subscript b.
Een benadering voor het onderste terugkeerpunt
In paragraaf 6.5 is gebleken dat de optimale normvoorraad van de lineai-
re beslissingsregel met variabele beslissingsperiode (9m) een goede be-
nadering geeft voor de waarde van het optimale onderste terugkeerpunt
(D) indien er alleen vaste transactiekosten zijn. De in paragraaf 6.4
gebruikte methode ter bepaling van die optimale normvoorraad is echter
nogal omslachtig en daarom voor praktische toepassing minder geschikt.
Immers, bij deze methode moet eerst de optimale normvoorraad voor ver-
schillende lengtes van de beslissingsperiode berekend worden door ge-
bruik te maken van (6.48). Vervolgens kan de optimale lengte van de be-
slissingsperiode worden bepaald door die lengte te kiezen waarvoor de
som van (6.49) en (6.50) minimaal is.
Uit de in paragraaf 6.5 gemaakte berekeningen bleek echter dat er bij
benadering een lineair verband bestaat tussen de optimale normvoorraad
en de bijbehorende lengte van de beslisaingsperiode. Dit wordt
voor o- u geillustreerd in figuur 8.1. In deze figuur zijn voor s- h
en s- 3h de optimale waarden van 6m aangegeven voor een aantal waarden
van m. Dit zijn de waarden waarvoor geldt: W(9m) ~ m.s~(hfs).
Om te onderzoeken of het gesignaleerde lineaire verband te gebruiken is
voor het construeren van een eenvoudig te berekenen benadering hebben we
dit verband nader onderzocht. Enige resultaten worden vermeld i n tabel
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Figuur 8.1 Het verband tussen 8 en m voor a- vm
Bm
Uit de genoemde resultaten blijkt dat de verandering in de optimale
normvoorraad bij een vermeerdering van de lengte van de beslissingsperi-
ode, op een tamelíjk complexe wijze afhankelijk is van de probleempara-
meters h, s, u en a. Daarom maken wij voor de benadering van deze veran-
dering gebruik van het feit dat deze in het algemeen goed benaderd wordt
door: u.s~(sfh). Deze waarde is gelijk aan de verandering in de optimale
normvoorraad bij een vermeerdering van de lengte van de beslissingsperi-
ode in een deterministisch model me[ een continue vraag van u eenheden
per tijdseenheid, zoals in bijlage H.1 wordt aangetoond. We benaderen
daarom de optímale normvoorraad voor een beslíssingsperiode van m tijds-
perioden door:
em,b ~ 61 } (m-1).v.s~(hts)
I
(8.1)
Ter vereenvoudiging maken we voorts gebruik van de mogelijkheid om de
optimale normvooraad van de lineaire beslissingsregel bij een beslis-
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singsperiode van één tijdsperiode (91), welke te bepalen is uit:
01-u s
~( a ) - M-s
voor 0,25 c s~(hfs) c 0,75 te benaderen door:
Bl~b ~ u t 2,7 x[s~(hts) - 0,5].a (8.2)
Substítutie van (8.2) ín (8.1) geeft:
9m~b - u f 2,7 x[s~(hfs) - 0,5].a f(m-1).u.s~(hfs) (8.3)
We beschikken nu over een benaderingaformule voor de optimale normvoor-
raad bij een gegeven lengte van de besliasingsperiode.
Voor het bepalen van de optimale lengte van de beslissingsperiode moeten
de gemiddelde verwachte kosten per tijdsperiode, gegeven de benadering
van de normvooraad, geminimaliseerd worden. Deze verwachte kosten zijn
in príncipe op eenzelfde wijze te bepalen als in paragraaf 6.4 de gemid-
delde verwachte kosten per tijdsperiode bepaald zijn door (6.49) en
(6.50). Alleen zijn nu, omdat al ~ a2 en bl ~ b2 s 0, de gemiddelde ver-
wachte transactiekosten per tijdsperiode gelijk aan a2~m. De te minima-
liseren functie is dus:
m 9 -i.u 0 -i.u
OL(e )~ m E{(hfs)[(em b i'L).~( m~) f aJi ~( maJi )]m,b i~l '
a
- s.(9m b-i.u)} -F m
.
Ter vereenvoudiging van deze uitdrukking hebben we het verband tussen
deze gemiddelde verwachte voorraadkosten per tijdsperiode en de lengte
van de beslissingsperiode berekend voor een aantal waarden van de re-
levante probleemparameters. De resultaten hiervan staan in tabel VIII.2
van bijlage VIII ( blz. 271). Een grafische weergave van de resultaten
voor s- 3h wordt gegeven in figuur fi.2.
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Zoals ook uit figuur 8.2 blijkt nadert de verandering in de gemiddelde
verwachte voorraadkosten per periode voor een niet al te hoge variatie-
coëfficiënt vrij snel tot 0,5 X(m-1).u.h.s~(hts). Deze waarde is, zoals
eveneens uit bijlage H.1 (blz. 240) volgt, gelíjk aan de marginale ver-
andering van de gemiddelde kosten per periode in het deterministische
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Figuur 8.2 De gemiddelde verwachte voorraadkosten, uitgedrukt in eenhe-
den uh, bij een beslíssingsperiode van m tijdsperioden voor s- 3h
en u ) 0
Uit het voorafgaande volgt nu dat een vrij goede benadering voor de ge-
middelde verwachte voorraadkosten per periode bij een kleíne variatie-
coëfficiënt (t 1) reeds verkregen kan worden door:
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CVL(em,b) - CVL(61 b) t 0,5 X(m-1).u.h.s~(hfs). (8.4)
.
Vour een grotere variatiecoëfficiënt moet deze formule echter Recorri-
go~,rd worden umdat anders bij een kleine lengte van de beslíssin};sperio-
de de benaderde marginale verandering in de voorraadkosten te veel af-
wijkt van de werkelijke marginale voorraadkosten. Dit blijkt ouk duide-
lijk uit figuur 8.2. Bij het bepalen van een correctíeterm moet er voor
gezorgd worden dat de resulterende formule voor de bepalíng van de opti-
male lengte van de beslissingsperiode eenvoudig berekenbaar is en dat
deze ook aan de proportionaliteitsefgenschap 6.4 voldoet.
Rekening houdend met deze twee voorwaarden zijn een aantal specificaties
voor de correctieterm nader onderzocht. Dit heeft geleid tot de volgende
keuze van een benaderingsformule voor de gemiddelde verwachte kosten per
periode bij een beslissingsperiode van m tijdsperioden en de normvoor-
raad gegeven door (8.3):
(m-1).h.s ,(uf a2) t a2~L(6m'b) - ~VL(61 b) } 2(hfs) 21tm m (8.5).
Door de le afgeleide van het rechterlid van (8.5) naar m gelijk te stel-
len aan nul krijgen we na enige herleidingen:
2 2a2(~s) 02
m - V.h.s - 2u2
(8.6)
(hndat er in het geformuleerde liquiditeitsprobleem hoogstens eenmaal per
periode een transactie plaa[svindt zijn alleen de waarden van m groter
dan of gelijk aan één voor de bepaling van he[ onderste terugkeerpunt
van belang. Daarom stellen we:
mh m , indien m2 ~ 1
mb - L , elders
De waarde van het onderste terugkeerpunt kunnen we nu benaderen door de
benaderde waarde hiervoor gelijk te stellen aan de benaderde optimale
normvoorraad bij een beslissingsperiode van m tijdsperioden en het aan-
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tal tíjdsperioden te bepalen uit (8.7). Substitutie van mb voor m in
(8.3) geeft:
Db - v t 2,7 X[s~(hfs) - 0,5).a t(mb1).u.s~(hfs) (8.8)
Een vergelijking tussen de optímale en de benaderde waarden van het on-









0 1,OOu 1,OOu 1,OOu 1,OOu 1,OOU 1,OOu
O,luh 1,Olu 1,OOu 1,02u 1,OOv 1,Olu 1,OOu
uh 1,45u 1,48u 1,34u 1,44u 1,15u 1,OUu
l0uh 3,57u 3,65u 3,31u 3,64u 2,30u 3,48u
s- 3h
0 1,34u 1,34u 1,67u 1,67u 3,02u 3,02u
O,luh 1,34u 1,34u 1,68u 1,67u 3,03u 3,02v
uh 1,70u 1,78u 1,95u 2,02u 3,llu 3,02u
l0uh 4,30u 4,45u 4,23u 4,76u 4,35u 5,80u
Tabel 8.1 De optimale en benaderde waarden voor het onderste terugkeer-
punt voor bl a b2 3 0 en u~ 0
Uit tabel 8.1 blijkt dat de met formule (8.8) verkregen benaderingen
voor de waarde van het onders[e terugkeerpunt in het algemeen vrij goed
zijn. Alleen voor al s a2 n l0uh en a~ 3u zijn de afwijkingen wat aan
de hoge kant. Dit wordt veroorzaakt doordat de benadecing van de margi-
nale verwachte koaten per periode nogal afwijkt van de werkelijke marKi-
nale verwachte voorraadkosten per periode bij de genoemde parametercom-
binaties.
Een verbetering van dit resultaat ie alleen maar te bereiken door ge-
bruik te maken van complexere formules ter bepaling van mb of door het
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laten vervallen van de eis dat aan de proportionaliteitseigenschap vol-
daan moet worden. We laten deze mogelijkheden voorlopig buiten de be-
schouwing en construeren eerst benaderingsformules voor de andere be-
leidsparameters. Is de invioed van de geconstateerde afwijking op de
afwijking van de minimaal verwachte kosten groot, dan kan nog altijd een
complexere formule geintroduceerd worden.
Een benadering voor het verschil tussen de terugkeerpunten
We beschikken nu over een benaderingsformule voor het onderste terug-
keerpunt voor bl - b2 - 0. Uit de resultaten in bijlage X(blz. 275)
blijkt dat deze resultaten ook bruikbaar zijn voor bl z b2 ~ D. Daarom
kunnen wc~ voor de henaderin}; van het bovens[e terugkeerpunt volsta:~n met
het construeren van een benaderingaformule voor het verschil in waarden
tussen de twee terugkeerpunten U en D. Hiertoe zijn de verschillen tus-
sen de optimale terugkeerpunten berekend. Deze worden gegeven in tabel
IX.1 van bijlage IX (blz. 272) en voor b- 5h in tabel 8.2.
s-h s- 3h
a1-a2 a- 0~5u o- u a~ 3u a a 0~5u o~ u a 3 3V
0 9,78u 10,07u 13,78u 9,68u 9,85v 12,84u
O,luh 9,86u 10,07u 13,71u 9,76u 9,87u 12,80u
uh 10,00u 9,99u 13,21u 10,13u 9,99u 12,49u
l0uh 10,02u 9,92u 11,52u 10,05u 9,93u 11,33u
Tabel 8.2 Het verschil tussen de optimale terugkeerpunten voor bl - b2 -
5h en u ~ 0
Zoals uit deze tabel blijkt is zowel de invloed van een verandering in
de vaste transactiekosten als die van een verandering in de kosten van
tekort op het verschil in waarden tussen de twee terugkeerpunten niet
eenduidig. Hetzelfde geldt, zij het in mindere mate, voor de standaard-
afwijking van de kassaldoverandering per periode. Het verschil is
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voor a~ 3u immers altijd duidelijk groter dan voor a- 0,5y en o- v.
Door gebruik te maken van de in paragraaf 7.4 vermelde resultaten kan
een analytische uitdrukking verkregen worden waarmee de afstand tussen
de twee terugkeerpunten D en U kan worden benaderd, waarin zowel reke-
ning gehouden wordt met de kosten van tekort als met de standaardafwij-
king van de kassaldoveranderingen. Uit (7.24) en (7.25) volgt:
1 1 b2 blUc-Dc~7.(h~e) ~v,(h- á) (8.9)
Een vergelijking tusaen de resultaten die verkregen worden met (8.9) en
de reaultaten bij een optimaai beleid toont aan dat de benadering m.b.v.
(8.9) in alle gevallen behalve één, leidt tot een overschatting van de
lengte van het optimale ínterval.
Om een betere benaderingaformule te construeren, hebben we de optimale
transactie-omvang voor een deterministiech model met alleen proportione-
le transactiekosten en continue controle bepaald. Hieruit volgt [zie
bijlage H.2 (blz. 241)] dat voor D groter dan nul, hetgeen bij de geko-
zen waarden van de probleemparameters altijd het geval is, het kassaldo
groter moet zijn dan D f(blfb2).v~h om bij een optimaal beleid een sal-
dovermindering toe te passen.
Op grond van dit resultaat gebruiken we als benadering voor de afstand
tussen de beide terugkeerpunten:
Ub - Db - (blfb2).u~h (8.10)
Uit berekeningen voor de gekozen waarden van bl a b2 volgt dat (8.10)
een betere benadering voor de optimale afstand tussen de beide terug-
keerpunten D en U geeft dan (8.9) indien a a 0,5 of o- u of a- 3u
en a~ uh. Bovendien is (8.10) eenvoudiger berekenbaar dan (8.9). De
invloed op de verwachte koeten per període van het geen rekening houden
met de standaardafwijking van de kassaldoveranderingen per periode zul-
len we bij de evaluatie in paragraaf 8.5 analyaeren.
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Een benadering voor de minimale transactie-omvang bi een kassaldover-
mindering
V~iur de c~onstructii vnn cen benaderinRsformule voor de minimale transac-
tie-omvang zijn de waarden van de minimale transactie-omvang bij een
optimaal beleid berekend. De resultaten hiervan worden gegeven in tabel
IX.2 en tabel IX.3 van bijlage IX (blz. 273 en 274). Een voorbeeld van
deze resultaten voor de minimale transactie-omvang bij een kassaldover-
mindering (u-U) wordt gegeven in tabel 8.3 voor bl z b2 - h
s-h s- 3h
al~a2 a- 0,5u a- u a- 3u a- 0.5u a- V a- 3u
O,luh 0,45u 0,50u 0,74u 0,45V 0,51u 0,73u
uh 1,41u 1,55u 2,36u 1,42u 1,52u 2,35u
l0uh I 4,48u 4,60u 6,72u 4,53v 4,60u 6,73u
Tabel 8.3 De minimale transactíe-omvang van een kassaldovermindering bij
een optimaal beleid voor bl - b2 ~ h en u~ 0
Zoals uit tabel 8.3 blijkt is de minimale transactie-omvang bij een kas-
saldovermindering afhankelijk van de vaste transactiekosten verbonden
met een kassaldovermindering en de standaardafwijking van de kassaldo-
verandering per periode. Bovendien mogen we uit de resultaten in tabel
IX.2 concluderen dat voor een verwachte kassaldoverandering per periode
groter dan nul, de minimale transactie-omvang bij een kassaldoverminde-
ring nagenoeg onafhankelijk is van de waarde van de variabele transac-
tiekosten en de verhouding tussen de voorraadkosten en de kosten van
tekort.
Het is op qrond van de gevonden resultaten voor de hand liggend om voor
de benadering van de transactie-omvang gebruik te maken van de door
Frenkel en Jovanovic (1980) ontwikkelde formule. 7.ij benaderden de opti-
male transactie-omvang voor het stochastische liquiditeitsprobleem met
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continue controle en een door de beslisser gespecificeerde ondergrens
door:
Q ~ {2a1.a2~((v2t2h.a2)U'S - uj}0,5 (8.11)
Omda[ zij bij hun benadering gebruik maakten van een kwadratische waar-
defunctie mag (8.11) ook gebruikt worden voor het bepalen van de trans-
actie-omvang bij een kassaldovermindering indien men al door a2 ver-
vangt.
De door (8.11) gespecificeerde transactie-omvang voldoet wel aan de voor
de optimale beleidsparameters geldende tweede proportionaliteitseigen-
schap doch niet aan de eerste. Daarom hebben we eerst de door (8.11)
gespecifíceerde transactie-omvang voor verschillende waarden van de pro-
bleemparameters en h a 1 berekend. De resultaten worden vermeld in tabel
8.4.
a2 o a 0, Su a- u a- 3u
O,lu 0,47u 0,52u 0,73u
u 1,49u 1,65u 2,31u
l0u 4,72v 5,22u 7,32u
Tabel 8.4 De transactie-omvang berekend me[ (8.11), al - a2 en h- 1
Uit een vergelijking tussen de minimale transac[ie-omvang van een kas-
saldovermindering bíj een optimaal beleid (tabel 8.3) en de resultaten
uit tabel 8.4 volgt dat er voor h- 1 een gro[e mate van overeenkomst
is. Om generalisatie van de gevonden resultaten mogelijk te maken hebben
we formule (8.11) zodanig gecorrigeerd da[ ook aan de eerste proportio-
naliteitseigenschap voldaan wordt, terwijl de transactie-omvang voor
h s 1 ongewijzigd blijft. Als resultaat gebruiken we voor de benadering
van de minimale transactie-omvang:
ub - Ub - {2a2.a2~Ih((u2f2a2)0'S-u)l}0~5 (8.l'2)
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Bij een kleine variatíecoëfficiënt reduceert de uitdrukking rechts van
het gelijkteken tot de bekende formule voor de economische bestelomvang
in het deterministische voorraadmodel. Immers bij een kleine variatie-
coéfficiënt geldt:
(1t2a2~v2)0'S ~ 1 t a2~v2,
zodat (8.12) dan bij benadering gelijk is aan (2a2.u~h)0,5.
Een benadering voor de minimale transactie-omvang bii een kassaldover-
meerdering
Bij een optimaal beleid is de minimale transactie-omvang bij een kassal-
dovermeerdering (D-d) minder eenduídig voor verechillende waarden van de
kosten van tekort dan bij een kassaldovermindering zoals uit tabel IX.3
van de bijlage IX (blz. 273) blijkt. Dit wordt met name veroorzaakt
doordat de onderste controlegrens dichter bíj het nulsaldo ligt, waar-
door de invloed van de kosten van tekort op de minimale transactie-om-
vang bij een saldovermeerdering groter zijn dan op de minimale transac-
tie-omvang bij een kassaldovermindering.
Met de kosten van tekort kan rekening gehouden worden door de bij de
voorraadtheoretische benadering vermelde formule ter bepaling van de
optimale bestelomvang (5.10) te gebruiken. Het nadeel hiervan is echter
dat er bij de afleiding geen rekening gehouden is met de standaardafwij-
king en dat er niet uitgegaan is van een vooraf gespecificeerd bestelni-
veau. Omdat, zoals uit de berekeningen gebleken is, de genoemde nadelen
groter zijn dan de voordelen, gebruiken we ter benadering van de mini-
male transactie-omvang bij een kassaldovermeerdering een formule over-
eenkomstig (8.12):
Db - db - {2a1.a2IIh((u2t2a2)0'S-u)I}0'S (8.13)
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Resultaten met de geconstrueerde benaderingsformules
Gebruikmakend van de geconatrueerde benaderingsformules voor het onder-
ste terugkeerpunt (8.6) t~m (8.8), voor de afstand tussen de twee terug-
keerpunten (8.10), voor de minimale transactie-omvang bij een kassaldo-
vermindering (8.12) en voor de minimale transactie-omvang bij een kas-
saldovezmeerdering (8.13) zijn de optimale beleidsparameters benaderd en
zijn de verwachte kosten per periode met deze benaderde waarden bere-
kend. Deze resultaten mogen gegeneraliseerd worden omdat, zoals eenvou-
dig te verifiëren is, de benaderde beleidsparameters aan dezelfde pro-
portionaliteitseigenschappen voldoen, als de optimale beleidsparameters.
De procentuele afwijkingen van de minímaal verwachte kosten per periode
worden gegeven in tabel R.1 van bijlage X(blz. 275). Een samenvatting
hiervan wordt weergegeven in tabel 8.5, door voor elke onderzochte waar-
de van a en s de resultaten te vetmelden (16 paren, nl. vier waarden van
al - a2 en vier waarden van bl - b2).
s ~ h s ~ 3h
a~0,5u a-u a~ 3y as0,5u as u a- 3u
c li 13 14 3 14 14 4
c 2Z 14 16 6 15 15 7
c 3x 15 10 15 16 15
c 4X 16 12 16 16
c 5X 16
Tabel 8.5 De "cumulatieve" procentuele afwijkingen van de minimaal ver-
wachte kosten per periode bij toepassing van de benaderingsformules
voor y ~ 0
Zoals uit tabel 8.5 blijkt zijn de procentuele afwijkingen van de mini-
maal verwachte kosten per periode bij toepassing van de benaderingsfor-
mules in alle 6 x 16 onderzochte combinatíes van probleempara-
meters maxlmaal 5X en zijn de reaultaten bij een kleine variatiecoëffi-
ciént in het algemeen beter dan bij een grote variatiecoëEficiënt (3).
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Immers bij een kleine variatiecoëfficiënt is de afwijking in 55 van
de 4 X 16 onderzochte combinaties kleíner dan 17, terwijl dit bij een
grote variatiecoëfficiënt slechts in 7 van de 32 onderzochte combinaties
het geval is.
Voor het evalueren van de geconstrueerde benaderingen zijn ook de abso-
lute afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode bekend. In
tabel 8.6 vermelden wij voor verschillende waarden van de proportionele
transactiekosten de maximale afwijkingen van de minimaal verwachte kos-
ten per periode in eenheden uh. Het maximum is hier genomen over de on-
derzochte waarden van de vaste transactiekosten. 2oals uit deze tabel
blijkt zijn de absolute afwijkingen bij een kleine variatiecoëfficiënt
duidelijk kleiner dan bij een grote.
s-h ss 3h
bl - b2 a- 0,5u a~ u a e 3u o- 0,5u a a u a- 3u
0 0,045 0,048 0,128 0,049 0,045 0,156
h 0,045 0,048 0,213 0,049 0,041 0,216
Sh 0,045 0,048 0,425 0,049 0,041 0,334
lOh 0,045 0,048 0,442 0,049 0,041 0,352
Tabel 8.6 De maximale absolute afwijkingen van de minimaal verwachte
kosten per periode in eenheden uh voor u~ 0
Niet alleen zijn de absolute verachillen bij een kleine variatiecoëffi-
ciënt duidelijk kleiner dan bij een grote, ook de belangrijkste oorzaken
van de afwijkingen zijn verschillend.
Voor zowel een variatiecoéfficiënt van 0,5 als van 1 zijn de absolute
afwijkingen nagenoeg onafhankelijk van de omvang van de proportionele
transactiekosten en zijn ze meestal het grootst als de vaste kos-
ten l0uh bedragen, zie bijlage X(blz. 275). Ook blijkt dat de relatieve
afwijking het grootst als er geen proportionele kosten met een transac-
tie verbonden zijn. De ontstane afwijking wordt veroorzaakt doordat bij
de gebruikte benadering voor de minimale transactie-omvang voor een kas-
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saldo-vermeerdering geen rekening gehouden wordt met de ligging van het
onderste terugkeerpunt ten opzichte van het nulsaldo.
Bij een variatiecoëfficiënt van drie zijn zoals uit tabel 8.6 blijkt de
absolute afwijkingen juiat groter naarmate de proportionele transactie-
kosten groter zijn. Bovendien zijn de absolute afwijkingen het grootst
als er geen vaste transactiekosten zijn. Dat de absolute afwijkingen
groter zijn naarmate de proportionele transactiekosten groter zijn wordt
veroorzaakt door twee verschillende factoren:
1. De benaderde waarde voor de afstand tussen de twee terugkeerpunten
wijkt sterker af van de optimale waarde naarmate de varíatiecoëfficiënt
groter is [vergelijk hiervoor tabel IX.I van bijlage IX (blz. 272) met
formule (8.9)].
2. Bij de benadering van het onderste terugkeerpunt wordt geen rekening
gehouden met de proportionele transactiekosten, terwijl de waarde van
het onderste terugkeerpunt sterker daalt naarmate de variatiecoëfficiënt
hoger is (zie hiervoor de tabellen I.1 t~m I.6 van bijlage I(blz. 242
e.v.)].
Dat de grootste afwijking voor een variatiecoëfficiënt van dríe gevonden
worden indien er geen vaste doch wel variabele transactiekosten zijn,
komt zowel doordat de daling van het onderste terugkeerpunt sterker is
naarmate de vaste transactiekosten kleiner zijn als doordat de benaderde
waarde voor de afatand tussen de beíde terugkeerpunten meer afwijkt van
de optimale naarmate de vaste transactiekosten kleíner zijn.
We kunnen de in deze paragraaf verkregen resultaten met de geconstrueer-
de benaderingeformules als volgt samenvatten: is de verwachte kassaldo-
verandering per periode groter dan nul en zijn de transactiekosten sym-
metrisch dan bedraagt de maximaal gevonden procentuele afwijking van de
minimaal verwachte koaten 5X. De procentuele afwijkíngen zijn in het
algemeen het grootst wanneer zowel de variatiecoëfficiënt groot is, de
kosten van tekort gelijk zijn aan die van het in voorraad houden en bo-
vendien er slechte proportionele kosten verbonden met een transactie.
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8.3 Benaderingsformules voor een verwachte kassaldoverandering per peri-
ode kleiner dan nul
Voor het construeren van benaderingsformules voor een verwachte kassal-
doverandering per periode kleiner dan nul moe[en de resultaten met de
optimale beleidsparameters voor dit geval bekend zijn. Deze zijn bere-
kend voor dezelfde parametercombinaties als voor een verwachtingswaarde
groter dan nul. Alleen is nu als eenheid voor de vaste transactiekosten
de absolute waarde van het produkt van de voorraadkosten en de verwachte
kassaldoverandering per periode gehanteerd. De resultaten voor zowel een
verwachte kassaldoverandering groter dan nul als voor een verwachte kas-
saldoverandering kleíner dan nul staan voor proportionele transactiekos-
ten gelijk aa~i h en a- 0,5 ~ in tabel 8.7. In deze tabel worden de re-











s - h s - h
0 1,00 1,00 2,78 2,78 -2,78 -2,78 -1,00 -1,00
o,l~ur~ 0,65 1,01 2,87 3,32 -3,32 -2,87 -1,01 -0,65
~ut~ -U,07 1,45 3,45 4,86 -4,86 -3,45 -1,45 0,07
l0~ut~ -2,19 3,56 5,56 10,04 -10,04 -5,56 -3,56 2,19
s- 3h sa 3h
0 1,33 1,33 3,02 3,02 -1,27 -1,27 -0,66 -0,66
O,l~uh~ 1,07 1,34 3,11 3,56 -1,54 -1,29 -0,67 -U,36
~uh) 0,60 1,69 3,80 5,22 -2,31 -1,50 -0,87 U,38
l0~uh~ -0,31 4,30 6,28 10,81 -4,94 -2,36 -1,67 2,93
Tabel 8.7 De waarden van de optimale beleidsparametera in eenheden ~u~
voor b1 - b2 - h en a- 0, 5 u
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Zoals uit deze tabel blijkt zijn de optimale beleidsparameters bíj sym-
metrische voorraadkosten (s a h) en een verwachte kassaldoverandering
per periode groter dan nul qua structuur overeenkomstig die voor een
verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul.
Is de voorraadkostenfunctie asymmetrisch dan zijn de resultaten ver-
schillend. De waarden van de optimale beleidsparameters voor een ver-
wach[e kassaldoverandering per periode kleiner dan nul en s- 3h worden
vermeld in tabel I.8 t~m I.10 van bijlage I(blz. 249 en 250).
Voor het construeren van benaderingsformules voor een verwachte kassal-
doverandering per periode kleiner dan nul gaan we op eenzelfde wijze te
werk als in paragraaf 8.2. Nu benaderen we echter niet het onderste te-
rugkeerpunt doch het bovenste terugkeerpunt door gebruik te maken van de
optimale normvoorraad van de lineaire beslissingsregel.
Een benadering voor het bovenste terugkeerpunt
Is de verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul dan kan
op eenzelfde wijze als in bijlage H.2 worden afgeleid dat de marginale
verandering in de normvoorraad nadert tot ~.h~(hfs) als de lengte van de
beslissingsperiode toeneemt. We benaderen 6m b nu door:.
em~b ' 81 t (m-1).u.h~(hfs) (8.14)
De verwachte gemiddelde voorraadkosten per periode naderen bij een toe-
name van de lengte van de beslissingsperiode met één tot:
-0,5 x u.h.s~(hts)
We benaderen bij een vetwachte kassaldoverandering per periode kleiner
dan nul de verwachte gemiddelde kosten per periode bij een beslissings-
periode van m tijdsperioden door:
2 a
cL(em b) : ~vl.(el b) -(m2(t~s)s .(u t 2~m) f m (s.is), ,
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Differentiatie van (8.15) naar m en het resultaat gelijk gesteld aan nul
geeft na enige herleiding:
2 Za2(~s) aZ
m - - u.h.s - 2u2
(8.16)
Omdat er ín het geformuleerde liquiditeitsprobleem hoogstens eenmaal per
periode een transactie plaatsvindt zijn alleen de waarden van m groCer
dan of gelijk aan één vour de bepaling van het bovenste terugkeerpunt
van belang. Daarom stellen we:
mb- m
mb - 0 , elders
(8.17)
Gebruikmakend van (8.8) kan het bovenste terugkeerpunt nu benaderd wor-
den:
ob - u t z,7 X[sl(h~-s) - o,5~.a t(me 1).u.n~(hts)
Een benadering voor de minimale transactie-omvang
(8.18)
Evenals bij een verwachte kassaldoverandering groter dan nul zijn ook
bij een verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul de
minimale transactie-omvang bij een kassaldovermeerdering en bij een kas-
saldovermindering nagenoeg onafhankelijk van de proportíonele transac-
tiekosten. Bij een verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan
nul hebben echter de meeste onderste terugkeerpunten een waarde kleiner
dan nul. Het is daarom ook niet verwonderlijk dat voor de minimale
transactie-omvang bij een kassaldovermindering in de genoemde gevallen
een betere benadering verkregen wordt indien men in formule (8.13) de
kos[en van het in voorraad houden vervangt door de kosten van tekort. In
de overige gevallen wordt de minimale transactie-omvang goed benaderd
door (8.13). Omdat de verwachtingswaarde nu kleiner dan nul is wordt de
benadering voor de minimale transactie-omvang bij een kassaldoverminde-
ring:
, indien m2 ~ 1
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Ub - db - {2a1.a2IIv((u2f2a2)0'S f u)~}U,5
met
v~ h , indien Db ~ 0
v- s , indien Db c 0
(8.19)
Omdat de bovenste controlegrenzen in de meeste gevallen positieve waar-
den bezitten en in de overíge gevallen waarden bezitten die niet veel
van nul afwijken kan de minimale transac[ie-omvang bij een kassaldover-
meerdering he[ best benaderd worden door:
ub - Ub - {2a2.a2IIh.((u2t2a2)0'S t u)J}0'S (8.20)
Een benaderinA voor het verschíl tussen de terugkeerpunten
Bij de bepaling van een benaderingsformule voor de afstand tussen de
twee terugkeerpunten indien de verwachte kassaldoveranderinb per periode
kleiner dan nul is, moet er rekening mee gehouden worden dat het boven-
ste terugkeerpunt zowel een positieve als negatieve waarde kan hebben.
Heeft het bovenste terugkeerpunt een negatieve waarde dan kan de afstand
[ussen de twee terugkeerpunten analoog aan (8.10) benaderd worden door
hierin de kosten van het in voorraad houden te vervangen door de kosten
van tekort:
Ub - Db a-(bl~-b2).y~s , indien Ub c 0 (8.21)
Heeft het bovenste terugkeerpunt een positieve waarde en geldt boven-
dien:
~b ~ -(bltb2)Iu.h (8.22)
dan benaderen we het verschil tussen de terugkeerpunten door:
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Ub - Db - -(blfb2).u~h
heeft het bovenste terugkeerpunt een positieve waarde en wordt niet aan
(8.22) voldaan, dan kan op eenzelfde wijze als in bijlage H.2 aangetoond
worden dat voor het deterministische probleem geldt:
D' - s
Daarom benaderen we het onderste terugkeerpunt indien geldt







Resultaten met de gecons[rueerde benaderingen
Voor het bepalen van de resultaten met de geconstrueerde benaderingsfor-
mules bij een verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul
zijn gebruikmakend van (8.16) t~m (8.24) de optimale beleidsparameters
benaderd en zijn de verwachte kosten per periode zowel met de optimale
beleidsparameters als met de benaderde waarden berekend.
De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode
worden gegeven in tabel X.2 van bijlage R(blz. 276) en een samenvatting




a ~ -u a s -3u
s- 3h
a - -0,5u o - -u o - -3u
c li 13 14 3 14 14 5
c 2X 14 16 6 16 15 7
c 3X 15 10 16 9
c 4I 16 12 lU
c 5X 16 10
c lOX 16
Tabel 8.8 De "cumulatieve" procentuele afwijkingen van de minimaal ver-
wachte kosten per periode bij toepassing van de alternatieve Deslis-
singsregel voor u ~ 0
Evenals bij een verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul
zijn ook de resultaten bij een verwachte kassaldoverandering per periode
kleiner dan nul bij een in absolute waarde kleine variatiecoëfficiënt
duidelijk beter dan bij een in absolute waarde grote variatiecoëffi-
ciént. Bovendíen zijn nu ook de resultaten bij een grote variatíecoëffi-
ciënt het minst als er alleen hoge proportionele transactiekosten zijn
zoals blijkt uit tabel 8.9 waarin de maximale afwijkingen van de mini-
maal verwachte kosten per periode die ontstaan door toepassing van de
geconetrueerde benaderingen in eenheden -uh gegeven worden vuor ver-
schillende waarden van de proportionele transactiekosten. De resultaten
zijn nu bij een in absolute waarde grote variatiecoëfficiënt minder
naarmate de kosten van tekort hoger zijn.
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s - h s - 3h
bl - b2 a - -0,5u a - -u a a -3u a ~ -0,5u a - -u a - -3u
0 0,045 0,048 0,128 0,022 0,031 0,023
h 0,045 0,048 0,213 0,022 0,030 0,183
Sh 0,045 0,048 0,425 0,022 0,030 1,073
1t~h ~ n,~')45 ~',,'-'~8 C,~'.2 0,022 0,030 1,415
Tabel 8.9 De maximale absolute afwijkingen van de minimaal verwachte
kosten per periode in eenheden -uh voor u C 0
Dat de resultaten bij een verwachte kassaldoverandering kleíner dan nul
bij een in absolute waarde grote variatiecoéfficiënt slechter zijn dan
bij een in absolute waarde kleine variatiecoëfficiënt wordt veroorzaakt
door dezelfde factoren als bij een verwachte kassaldoverandering per
periode groter dan nul. Dat de resultaten nu juist bij rela[ief hoge
kosten van tekort het minst zijn komt doordat de factoren die ter ver-
klaring van de mindere resultaten genoemd zijn, nu in versterkte mate
gelden. Immers:
1. Bij relatief hoge kosten van tekort en een verwachte kassaldoverande-
ring per periode kleiner dan nul is de verandering in het relevante te-
rugkeerpunt sterker dan wanneer de voorraadkos[en gelijk zijn aan de
kosten van tekort. Bij een verwachte kassaldoverandering per periode
groter dan nul wordt de genoemde verandering juist minder sterk als de
kosten van tekort relatief groter worden.
2. Doordat de benaderde waarde van het bovenste terugkeerpunt te laag is
bij proportionele transactiekosten ontstaat een extra afwijking die niet
optreedt bij de bepaling van de afstand tussen de terugkeerpunten bij
een verwachte kassaldoverandering groter dan nul omdat dan het relevante
terugkeerpunt altijd een waarde groter dan nul heeft.
We kunnen de in deze paragraaf vekregen resultaten met de geconstrueerde
benaderingen voor de optimale beleidsparameters als volgt samenvatten:
Is de verwachte saldoverandering per periode kleiner dan nul en zijn de
transactiekusten symmetrisch dan bedraagt de maximaal gevonden procentu-
lao
ele afwijking 9,7x. De procentuele afwijkingen zijn in het algemeen het
grootst ala de absolute waarde van de variatiecoéfficiënt hoog is, er
alleen proportionele kosten met een transactíe verbonden zijn en de kos-
ten van tekort groter zijn dan die van het in voorraad houden. Zie bij-
lage X (blz. 275).
8.4 De invloed van aeymmetriache traneactiekoaten
Tot nu toe zijn bij de berekeningen zowel de vaste als de proportionele
kosten verbonden met een kassaldovermeerdering eteeds gelijk gesteld aan
die verbonden met een kassaldovermindering. In deze paragraaf zullen we
daarom ook de invloed van een asymmetrische transactiekostenfunctie op
de waarden van de optimale beleidsparameters en de bruikbaarheid van de
geconstrueerde beslissingaregel onderzoeken.
We beperken in eerate instantie het onderzoek to[ een verwachte kassal-
doverandering per periode groter dan nul en waarden van de standaardaf-
wijking van u en 3u. Zowel de invloed van asymmetrische vaste transac-
tiekoaten ala van seymmetrische proportionele transactiekosten onderzoe-
ken we afzonderlijk.
Asymmetriache vaste transactiekoaten
Voor de bepaling van de invloed op de optimale beleidsparameters van het
asymmetrisch zijn van de vaete transactiekosten, zijn de optimale be-
leidaparametera berekend voor aymmetriache proportionele transactiekos-
ten gelijk aan nul en Sh en vaste traneactiekoaten in een richting ge-
lijk aan nul. De waarden van de gevonden onderste terugkeerpunten voor
s~ h en a ~ y worden gegeven in tabel 8.10.
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b-0 b~ Sh
al - a al - a al ~ 0 al - a al ~ a al - 0
a a2 ~ a a2 - 0 a2 ~ a a2 ~ a a2 a 0 a2 - a
0 1,00 1,00 1,00 0,89 0,89 0,89
O,luh 1,02 1,00 0,98 0,93 0,93 0,89
uh 1,34 1,47 0,92 1,39 1,38 0,89
l0uh 3,31 3,43 0,89 3,43 3,34 0,89
Tabel 8.10 De waarden van het onderste terugkeerpunt voor s s h, a- u
en u ~ 0
Hieruit volgt dat de vaste transactiekosten verbonden met een kassaldo-
vermindering (a2) nauwelijks invloed hebben op de waarde van het onder-
ste terugkeerpunt. Immers voor al - 0 en a2 e a wíjkt de waarde van het
optimale onderste terugkeerpunt (zie tabel X.3 blz. 277) niet veel af
van dat gevonden voor al - a2 a 0 en voor al ~ a en a2 - 0 (zie tabel
X.4 blz. 277) worden ongeveer dezelfde waarden gevonden als voor
al - a2 - a. Soortgelijke resultaten gelden ook voor s~ 3h.
Dat de vaste transactiekosten verbonden met een kassaldovermindering bij
een verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul niet veel
invloed hebben op de waarde van het onderste terugkeerpunt bij een klei-
ne variatiecoëfficiént is ook af te leiden uit de in tabel VI.1 t~m VI.4
(blz. 253 e.v.) gegeven kansen op een kassaldovermindering door een
transactie aan het begin van een periode bij een optimaal beleid.
Is de variatiecoëfficiënt echter gelijk aan 3 dan geldt bovenstaande
conclusie ook voor bl z b2 ~ 5h, doch niet voor bl - b2 - 0 zoals uit
tabel 8.11 blijkt waarin de waarden van de onderste terugkeerpunten ver-
meld worden voor s 3 h en o- 3u.
182
b-0 b- 5h
al ' a al ' a al ' 0 al ' a al ' a al - 0
a a2 a a a2 ~ 0 a2 ~ a a2 z a a2 s 0 a2 - a
0 1,00 1,00 1,00 -1,07 -1,07 -1,07
O,luh 1,01 1,05 0,96 -1,02 -1,01 -1,07
uh 1,15 1,47 0,68 -0,62 -0,61 -1,08
l0uh 2,30 3,49 -0,16 1,32 1,36 -1,11
Tabel 8.11 De waarden van het onderste terugkeerpunt voor s~ h, o- 3v
enu~0
Soortgelijke resultaten gelden ook voor s ~ 3h. Dat de invloed van de
vaste transactiekosten verbonden met een kassaldoverminderinq duidelijk
aanwezig is indien er geen proportionele transactiekosten Zijn en
slechts in beperkte mate bij hoge proportionele transactiekosten volgt
ook uit de tabellen IV.S en IV.6 van bijlage IV (blz. 257 en 258), waar-
in de kansen op een transactie aan het begin van een periode bij een
optimaal beleid gegeven worden voor een variatiecoëfficiënt van drie.
Uit de voorafgaande analyse is gebleken dat de vaste transactiekosten
verbonden met een kassaldovermindering alleen dan een duidelijke invloed
hebben op de waarde van het onderste teruqkeerpunt indien er qeen pro-
portlonele transactiekosten zijn en de variatiecoëfficiënt relatief
groot is. Dit wordt veroorzaakt doordat alleen bij de genoemde combina-
ties van de probleemparameters de kans op een kassaldovermindering door
een transactie een níet te verwaarlozen waarde heeft. Daarom gaan wij er
bij de benaderíng van het onderste terugkeerpunt in het vervolg van uit
dat de gemiddelde verwachte transactiekosten per tijdsperiode a2~m be-
dragen. Uit (8.6) volgt voor de optimale lengte van de beslissingsperio-
de:
am2 ~ 2a2(hts) 2
u.h.s - 2u2 (R.25)
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We zullen daarom in het vervolg (8.25), (8.7) en (8.8) gebruiken voor de
benadering van het onderste terugkeerpunt indien de verwachte kassaldo-
verandering per periode groter dan nul is.
Uit de resultaten van de reeds genoemde berekeningen bij asymmetrische
vaste transactiekosten blíjkt dat zowel de minimale transactie-omvang
bij een kassaldovermindering als bij een kassaldovermeerdering nauwe-
lijks afwijken van die, die gevonden worden bij symmetrische vaste
transactiekosten. Hetzelfde geldt voor de afstand tussen de twee terug-
keerpunten.
Gebruikmakend van de geconstrueerde benaderingen [(8.2), (8.8), (8.10),
(8.12), (8.13) en (8.25)] zijn de optimale beleidsparameters voor de
reeds genoemde combinaties van probleemparameters benaderd en de ver-
wachte kosten per periode berekend. De procentuele afwijkingen van de
minimaal verwachte kosten die ontstaan door toepassing van de benaderde
beleidsparameters zijn te vinden in tabel X.3 van bijlage X(blz. 277).
Uit een vergelijking tussen deze resultaten en de reeds besproken resul-
taten uit tabel X.1 met symmetrische vaste transactiekosten, blijkt dat
er een grote mate van overeenstemming bestaat.
Voor een variatiecoëfficiënt gelijk aan een bedraagt de maximale rela-
tieve afwijking van de minimaal verwachte kosten 1,3X en de maximale
absolute afwijking 0,045uh.
Voor een variatiecoëfficiént gelijk aan drie treden de grootste ver-
schillen in procentuele afwijkingen op, índien de kosten van tekort ge-
lijk zijn aan de kosten van het in voorraad houden. Deze procentuele
afwijkingen worden gegeven in tabel 8.12.
Hieruit volgt dat het geen rekening houden bij de bepaling van het on-
derste terugkeerpunt met de invloed van de vaste transactiekosten ver-
bonden met een kassaldovermindering weliswaar een grotere relatieve af-
wijking van de minimaal verwachte kosten bij een grote variatiecoëffi-
ciënt tot gevolg heeft maar dat de maximale relatieve afwijking niet
veel meer dan 5X zal bedragen.
Ook is er slechts een geringe stijging in de maximale absolute afwijking
vergeleken met de resultaten bij symmetrische transactiekosten en wel
van 0,425vh naar 0,433uh.
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b~0 b- 5h
al e a al z a al a 0 al - a al - a al - 0
a a2 a a a2 ~ 0 a2 - a a2 - a a2 - 0 az - a
O,1Vh 0,0 0,0 0,0 4,8 4,6 4,8
uh 0,0 0,7 0,3 2,2 2,3 4,7
l0uh 2,6 0,1 5,4 2,6 2,5 4,7
Tabel 8.12 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassíng van de alternatieve beslissingsregel voor
s~ h, a- 3V en u~ 0
Is de verwachte kassaldoverandering per periode kleíner dan nul en zijn
de kosten van tekort gelijk aan die van het in voorraad houden, dan
geeft de alternatieve beslissingsregel dezelfde resultaten als bij een
verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul. Uit tabel 8.9
van paragraaf 8.3 is gebleken dat indien er geen proportionele transac-
tiekosten zijn, de maximale afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
bij s~ 3h duidelíjk kleiner zijn dan bij s- h. Bovendien treden bij
een verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul ook de
grootste afwijkingen op als er geen vaste doch wel hoge proportíonele
transactiekosten zijn. Daarom hebben we de invloed van het asymmetrisch
zijn van de vaste transactiekosten op de optimale beleidsparameters niet
nader onderzocht en handhaven we (8.16).
Asymmetrische proportionele transactiekosten
Voor het bepalen van de invloed van asymmetrische proportionele transac-
tiekosten op de optimale beleideparameters beperken we de berekening tot
de parametercombinaties zonder vaste transactiekosten omdat, zoals in
paragraaf 8.2 gebleken is, de invloed van de proportionele transactie-
kosten op de waarde van het onderste terugkeerpunt het grootst is indien
er geen vaste koeten met een transactie verbonden zijn. De invloed is
onderzocht door de proportionele transactiekosten in een rich[ing gelijk
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aan nul te stellen. In tabel 8.13 geven we voor s- h de optimale [erug-
keerpunten zowel voor proportionele [ransactiekosten in beide rich[ingen
als voor alleen proportionele transactiekosten verbonden met een kassal-
dovermeerdering. Voor alleen proportionele transactiekosten verbonden
met een kassaldovermindering en voor s- 3h gelden overeenkomstige re-
sultaten.
a 3 u a s 3u
bl - b bl a b bl - b bl s b
b b2 - b b2 - 0 b2 - b b2 - 0
0 1,00 1,00 1,00 1,00
h 0,90 0,91 -0,27 0,14
5h 0,89 0,89 -1,07 -0,80
lOh 0,49 ,~~9 , . -1,~~i~
Tabel 8.13 De waarden van het onderste terugkeerpunt bij alleen propor-
tionele transactiekosten voor s- h en u~ 0
Uit de tabel 8.13 blijkt dat de invloed van het asymmetrisch zijn van de
proportionele transactiekosten op de waarde van het onderste terugkeer-
punt vrij gering is. Alleen bij een hoge variatiecoëfficiënt daalt het
onderste terugkeerpunt iets minder snel als er slechts variabele trans-
actiekos[en verbonden zijn met een kassaldovermeerdering.
Voorts bleek uit de berekeningen dat de afstand tussen de terugkeerpun-
ten bij niet symmetrische proportionele transactiekosten ongeveer gelijk
is aan de afstand tussen de terugkeerpunten bij symmetrische proportio-
nele transactiekosten verminderd met het produk[ van de proportionele
kosten en u~h. Bijvoorbeeld voor bl s b2 ~ 5h, s~ h, a~ u en a- 3u
Keldt zoals uit tabel 8.'L bLljkt voor U-D respectievelijk 10,07u en
13,78V. Voor bl - 5h en b2 - 0 worden deze waarden 5,06u en 8,31u.
Op grond van deze resultaten zijn de reeds gegeven benaderingen voor de
bepaling van de beleidsparameters niet gewijzigd en zijn afwijkingen van
de minimaal verwachte kosten berekend bij asymmetrische proportionele
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transactiekosten. De resultaten worden ver~eld in tabel X.4 van bijlage
X(blz. 277). Uit de resultaten volgt:
1. Dat de verwachte kosten per periode bij toepassing van de geconstru-
eerde beleideparameters bij een variatiecoëfficiént van één niet afwij-
ken van de minimaal verwachte kosten indien de proportionele transactie-
kosten niet symmetrisch zijn.
2. Bíj een variatiecoéfficiént van drie en asymmetrische proportionele
transactiekoaten zijn de afwijkingen van de minimaal verwachte kosten in
absolute waarde iets lager dan bij symmetrische variabele transactiekos-
ten. Omdat echter de totale verwachte koaten per periode bij alleen pro-
portionele transactiekosten verbonden met een kassaldovermindering dui-
delijk lager zijn dan bij symmetrieche proportionele transactiekos[en
zijn de relatieve afwijkingen bíj alleen proportionele transactiekosten
verbonden met een kassaldovermindering duidelijk hoger.
In deze paragraaf zijn de optimale beleidsparameters bepaald voor een
asymmetrische transactiekostenfunctie en op grond van de verkregen re-
sultaten zijn de benaderingsformules zodanig gewijzigd dat ze zowel ge-
bruikt kunnen worden voor symmetrische als voor asymmetrische transac-
tiekostenfuncties. De met de geconstrueerde benaderingsformules verkre-
gen resultaten kunnen voor een verwachte kassaldoverandering per periode
groter dan nul als volgt worden samengevat:
1. De afwijkíngen van de minimaal verwachte kosten per periode zijn voor
asymmetrische vaste transactiekosten bijna gelijk aan die verkregen bij
symmetrische vaste transactiekosten.
2. Zijn de proportionele transactiekoaten niet symmetrisch dan zijn de
absolute afwijkingen ongeveer gelijk aan die verkregen met symmetrische
proportionele transactiekosten. Alleen indien de variatiecoéfficiént
groot is en de proportionele transactiekosten verbonden met een kassal-
dovermindering groter zijn dan die verbonden met een kassaldovermeerde-
ring, dan zijn de procentuele afwijkingen groter bij niet symmetrische
proportionele transactiekosten.
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8.5 Evaluatie van de geconstrueerde benaderingen
In de drie voorafgaande paragrafen zijn een aantal benaderingen voor de
optimale beleidsparameters van het liquiditeitsprobleem geconstrueerd en
is de bruikbaarheíd hiervan onderzocht door voor een aantal combinatíes
van probleemparameters zowel de relatieve als de absolute afwíjkingen
van de minimaal verwachte kosten per periode die hierdoor ontstaan te
bepalen. Vour het evaluereu van de geconstrueerde benaderingsformules
underzueken we nog die combinaties van probleemparameters waarvour up
grond van de reeds verkregen resul[aten te verwachten is dat daarbij de
grootste afwijkingen op zullen treden. Bovendien zullen we in deze para-
graaf nog onderzoeken wat de invloed op de resultaten is van de gekozen
benadering voor de afstand tussen de twee terugkeerpunten en tenslotte
onderzoeken we de geconstrueerde benaderingsformules nog voor een abso-
lute waarde van de variatiecoéfficiént van twee.
Bepaling van de maximale afwijkingen
Voor het bepalen van die combinaties van probleemparameters waarvoor te
verwachten is dat de groots[e afwijkingen op zullen treden resumeren we
eerst de reeds verkregen resultaten.
1. Is de verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul en
zijn de transactiekosten symmetrisch dan bedraagt de maximaal gevonden
procentuele afwijking 5X. De resultaten zijn in het algemeen het minst
goed als de variatiecoëffíciënt relatief groot is, de proportionele
transactiekosten relatief hoog zijn en de kosten van tekort gelijk zijn
aan de kosten van het in voorraad houden (zie de tabellen 8.5 en 8.6).
2. Is de verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul en
zijn de transactiekosten symmetrisch dan bedraagt de maximaal gevonden
procentuele afwijking 9,7X. De resultaten zijn ín het algemeen het minst
als de variatiecoëfficiënt relatief groot ís, de proportionele transac-
tiekosten relatief groot zijn, de kosten van tekort duidelijk groter
zijn dan die van het in voorraad houden (zie de tabellen 8.8 en 8.9).
3. Is de verwachte kassaldoveranderíng per periode groter dan nul en
zijn de vaste transactiekosten asymmetrisch dan zijn de resultaten bijna
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gelijk aan die, die verkregen worden met symmetrische vaste transactie-
kosten (zie tabel 8.12).
4. Is de verwachte kassaldoverandering per periode groter dan nul en
zíjn de proportionele transactiekosten asymmetrisch dan zijn de resul[a-
ten ten opzichte van díe verkregen met symmetrische proportionele trans-
actiekosten in het algemeen beter als de proportionele transactiekosten
verbonden met een kassaldovermeerderíng groter zijn dan die verbonden
met een kassaldovermindering, doch voor een grote variatiecoëfficiënt
slechter als het tegenovergestelde het geval is (zie tabel X.4).
Op grond van de verkregen resultaten is het voor de hand liggend om de
volgende combinaties van probleemparameters nader te onderzoeken waar-
voor geldt:
a) Vaste transactiekosten gelijk aan nul.
b) Een absolute waarde van de variatiecoëfficiënt ëelijk aan drie.
c) Of een verwachte kassaldoverandering per període groter dan nul en
kosten van tekort gelijk aan die van het in voorraad houden, of een ver-
wachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul en de kosten van
tekort gelíjk aan driemaal die van het in voorraad houden.
Een verklaring voor het feit da[ te verwachten is dat juist bij de ge-
noemde combinaties de grootste afwijkingen zullen optreden is reeds Ee-
geven in de voorafgaande paragrafen.
De resultaten van de genoemde combinaties van probleemparameters voor
verschillende waarden van de proportíonele transactiekosten worden gege-
ven in tabel 8.14.
Uit deze tabel blijkt dat bij een verwachte kassaldoverandering per pe-
riode groter dan nul de grootste procentuele afwijking optreedt bij sym-
metrische proportionele transactiekoaten indien deze gelijk zijn aan
ongeveer driemaal de kosten van het in voorraad houden, en dat de groot-
ste afwijking bij asymmetriache proportionele transactiekosten optreedt
indien er geen proportionele transactiekosten met een kassaldovermeerde-
ring verbonden zíjn en de proportionele transactiekosten verbonden met
een kassaldovermindering gelijk zijn aan ongeveer zevenmaal de kosten
van het in voorraad houden.
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u~ 0, s- h u~ 0, s z 3h
bl - b bl - b bl - 0 bl ~ b bl L b bl ~ 0
b b1 - b b2 ~ U b2 - b b2 a b b2 - 0 b2 ~ b
ti 4,8 2,6 3,5 3,2 1,4 1,1
3h 5,8 4,6 8,7 9,3 7,2 4,9
5h 4,9 4,2 10,2 9,7 11,0 5,7
7h 4,U 4,8 10,9 9,2 14,7 6,6
lOh 3,2 3,1 10,2 8,5 17,8 b,7
Tabel 8.14 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van de benaderingsformules voor ongunstige
combinaties van kostenparameters en een standaardafwijking van driemaal
de absolute waarde van de verwachtíngswaarde
Uit tabel 8.14 blíjkt ook dat bij een verwachte kassaldoverandering per
periode kleiner dan nul en symmetrische transactiekos[en de grootste re-
latieve afwijking ligt bij proportionele transactiekosten van vijfmaal
de kosten het in voorraad houden. Evenals bij een verwachte kassaldover-
andering Kroter dan nul zijn de afwijkingen relatíef groot als er alleen
proportionele transactiekosten verbonden zijn met een transactie die
tegenovergesteld is aan de richting waarin he[ saldo zich beweegt ten
gevolge van de niet beinvloedbare kassaldoverandering omdat dan de abso-
lute afwijking gerelateerd wordt aan lage verwachte kosten per periode.
De invloed van de benadering van de afstand tussen de twee teruRkeerpun-
ten op de verkreRen resultaten
De in tabel 8.14 vermelde afwijkingen worden veroorzaakt door twee fac-
toren:
1. Bij de benadering van de terugkeerpunten wordt geen rekening gehouden
met de invloed van de proportionele transactiekosten.
2. Vooral bij een hoge variatiecoéfficiént en alleen maar proportionele
transactiekosten in één richting is de benadering voor de afstand tussen
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de twee terugkeerpunten niet al te goed.
Voor het construeren van een eenvoudig berekenbare benaderingsformule
voor het relevante terugkeerpunt waarin ook rekeninq wordt ~ehouden met
de ínvloed van proportionele transactiekoaten bi.j een hoKe vartatiecoëf-
ficiënt zien we op dit moment geen mogelijkheden.
Wel voor het construeren van een benaderingsformule voor de afstand tus-
sen de twee terugkeerpunten waarin rekening wordt gehouden met de vari-
atiecoéfficiënt. Zoals uit tabel IX.1 van bijlage IX (blz. 272) duide-
lijk blijkt, zal bij het corrigeren van de reeds geconstrueerde benade-
ringsformules een onderscheid gemaakt moeten worden tussen een kleine en
een grote variatiecoéfficíënt, hetgeen de eenvoud van de benaderingsfor-
mules niet ten goede komt. Daarom is eerst de invloed van de reeds ge-
bruikte benadering op de resultaten nader onderzocht.
Om te onderzoeken in hoeverre de gevonden afwijkingen veroorzaakt worden
door de gebruikte benadering voor de afatand tussen de twee terugkeer-
punten, hebben we de verwachte kosten bepaald uitgaande van het relevan-
te optimale terugkeerpunt en het andere terugkeerpunt bepaald door ge-
bruik te maken van (5.10) respectievelijk (8.21), (8.23) en (8.24). De
resultaten worden vermeld in tabel 8.15.
u~ 0, sah u~0, s-3h
bl ' b bl ` b bl ' 0 bl ~ b bl - b bl - 0
b b2 ~ b b2 a 0 b2 a b b2 a b b2 - 0 b2 - b
h 4,0 3,6 4,8 0,9 0,6 0,5
3h 2,3 3,4 6,6 2,2 2,9 l,g
5h 0,7 2,3 5,5 2,1 4,1 2,1
7h 0,2 1,2 3,4 1,0 2,7 1,3
lOh 0,1 0,5 1,7 0,5 3,8 1,4
Tabel 8.15 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode bij toepassing van (8.10) en ( 8.21), (8.23) en (8.24) uit-
gaande van het relevante optimale terugkeerpunt en a~ 3u
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Vergelijken we de resultaten uit tabel 8.14 met die van tabel 8.15 dan
blijkt dat in het algemeen de resultaten in de laatatgenoemde tabel dui-
delijk beter zijn dan in de eerstgenoemde. Dit is een duidelijke indica-
tíe dat zowel de grootste absolute als relatieve afwijkingen van de mi-
nimaal verwachte kosten per periode veroorzaakt worden door het niet
rekening houden met de vaste traneactiekosten bij de bepaling van het
relevante terugkeerpunt.
Ook mogen we concluderen dat de gebruikte benaderingen voor de afstand
tussen de terugkeerpunten slechts tot geringe absolute afwijkingen van
de minimaal verwachte kosten per periode leiden.
Maxímale afwijkingen bij een abaolute waarde van de variatiecoëfficíënt
van twee
Uit het voorafgaande is gebleken dat de geconatrueerde benaderingsformu-
les goede resultaten geven bíj een absolute waarde van de variatiecoëf-
ficiént geli jk aan één maar dat relatief grote afwi jkingen kunnen ont-
staan bij ongunstige combinaties van probleemparameters indien de abso-
lute waarde van de variatiecoëfficiënt gelijk aan drie is. Het ligt dus
voor de hand om ook de bruikbaarheid van de alternatieve beslissingsre-
gel te bepalen bij een varíatiecoéfficiënt die een absolute waarde van
twee heeft. Immers door een variatiecoëfficiënt met een absolute waarde
van twee wordt een stochastische kasstroom met een vrij grote apreiding
beschreven en zal zowel de maximale relatieve als absolute afwijking bij
gebruik van de benaderingsformules duidelijk minder zijn dan bij een
variatiecoëfficiënt met een absolute waarde van drie omdat zowel de ge-
bruikte benadering voor de afstand tussen de terugkeerpunten ala de ge-
bruikte benadering voor het relevante terugkeerpunt dan beter zijn. De
procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode
voor de steeds gebruikte combinaties van kostenparameters worden gegeven
in tabel X.5 van bijlage X(blz. 278). Die voor de ongunstige combina-
ties van probleemparameters in tabel 8.16.
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u~ 0, s 3 h u~ 0, s- 3h
bl L b bl ' b bl 9 0 bl - b bl - b bl - 0
b b2 ~ b b2 ~ U b2 - b b2 - b b2 - 0 b2 - b
h 2,4 1,3 2,0 1,7 U,8 0,6
3h 2,0 1,6 4,1 2,7 3,1 1,6
5h 1,5 1,4 4,7 3,1 5,2 2,0
7h 1,1 1,1 5,0 2,5 7,0 2,3
lOh 0,9 0,9 5,1 2,0 7,5 1,9
Tabel 8.16 De procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten
per periode voor ongunstige combinaties van de probleemparameters bij
een variatiecoéfficiént met een absolute waarde van twee
Uit de twee genoemde tabellen en de twee voorafgaande berekeningen kun-
nen we de volgende conclusies trekken met betrekking tot de afwijkingen
van de minimaal verwachte kosten per periode die kunnen onts[aan bij
toepassing van de benaderingsformules indien de absolute waarde van de
variatiecoëfficiënt gelijk is aan twee:
1. Zijn de transactiekosten symmetrisch dan bedragen de maximale E~rocen-
tuele en absolute afwijkingen bij een verwachte kassaldoverandering per
periode groter dan nul respectievelijk 2,4X en 0,15V en bíj een verwacli-
[e kassaldoverandering per periode kleiner dan nul respectievelijk 3,1~
en 0,275u.
2. Zijn de transactiekosten asymmetcisch dan bedragen de maximale pro-
centuele en absolu[e afwijkingen respectievelijk 5,1X en 0,104uh bij een
verwachte kassaldoverandering groter dan nul en 7,5X en 0,257uh bij een
verwachte kassaldoverandering kleiner dan nul.
8.6 SamenvattinR en conclusies
In dit hoofdstuk zijn eenvoudig te berekenen henaderingsformuloti l;ecun-
strueerd voor het stochas[ische liquíditeítsprobleem en zijn de resulta-
ten geëvalueerd door het bepalen van zowel de procentuele als de absolu-
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te afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per periode.
Bij de f.ormulering is een onderscheíd gemaakt tussen een verwachte kas-
saldoverandering per periode groter dan nul en een verwachte kassaldo-
verandering per periode kleiner dan nul.
Een verschil tussen de benaderingsformules voor een posi[ieve en een
negatieve verwachtingswaarde is dat de minimale transactie-omvang bij
een kassaldovermeerdering afhankelijk is van de waarde van het onderste
terugkeerpunt. Dit maakt de beslissingsregel bij een negatieve verwach-
tingswaarde complexer dan bij een positieve verwachtingswaarde.
Toepassing van de ook bij een positieve verwachtingswaarde gebruik[e
formule (8.12) ter bepaling van de minimale transactie-omvang bij nega-
tíeve verwachtingswaarde heeft voor een kleine variatíecoëfficiënt nau-
welijks invloed op de relatieve afwijking van de minimaal verwachte kos-
ten per periode.
Alleen bij a- 3V, al 3 a2 ~ l0uh, s~ 3h en bl s b2 ~ 0 stijgt de rela-
tieve afwijkíng van 0,4Y naar 3,2X. In alle andere gevallen is de veran-
dering bij a- 3u duidelijk minder.
Bij de benaderíng van de afstand tussen de terugkeerpunten bij een ver-
wachte kassaldoverandering kleiner dan nul is rekening gehouden met de
mogelijkheid dat het bovenste terugkeerpunt een positíeve waarde kan
aannemen.
Bij een absolute waarde van de variatiecoëfficiënt c 2 bedraagt deze
echter maximaal 0,33u. Daarom kunnen we bij het formuleren van de alge-
mene benaderingsformules deze mogelíjkheid verwaarlozen. Op grond van de
verkregen resultaten stellen we daarom voor, indien de verwachte kassal-
doverandering per periode ongelijk aan nul is en de absolute waarde van
de variatiecoëfficiënt kleiner dan of gelíjk aan twee is, de beleids-
parameters van het liquiditeitsprobleem te benaderen zoals wordt weerge-
geven in tabel 8.17.
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u~ 0 u ~ 0
(mb 1).s.u (mti 1).h.u
Db - u f (~s) t CL Ub - u f (~s) f C1
(bltb2).u (b1tb2).u
Ub - Db f h Db - Ub f s
db - Db - C2 db - Db - C2
ub - Ub t C3 ub - Ub f C3
2 2a1.(hfs) 02m L -
u.h.s 2 CL ' 2.7 x[sl(hfs) - 0,51.aZu
mb - m indien m2 ~ 1 C2 ~ {2a1a2~[h((u2t2a2)~'S- u)]}~'S
- 1 elders C3 - {2aZa2l[h((uZt2aZ)~'S- u )]}D'S
Tabel 8.17 Benaderingsformules voor de beleidsparameters indien u~()
en a c 2u
De in dit hoofdstuk verkregen resultaten kunnen we als volgt samenvat-
ten:
1. Door gebruik te maken van het verband tussen de optimale normvoorraad
bij een gegeven lengte van de beslissingsperiode met respectievelijk de
lengte en de verwachte kosten per tijdsperiode is het mogelijk redelijke
benaderíngen te construeren voor het bovenste terugkeerpunt bij een ver-
wachte kassaldoverandering groter dan nul en voor he[ bovenste teruiï
keerpunt bij een verwachte kassaldoveranderink kleiner dan nul.
2. De geconstrueerde benaderingen voor de minimale transactie-omvang en
de afstand tussen de beide terugkeerpunten hebben in het algemeen
slechts geringe afwijkingen van de minimaal verwach[e kosten per periode
tot gevolg.
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3. Worden de beleidsparameters met de in deze paragraaf gegeven benade-
ringsformules berekend dan heeft dit in het algemeen slechts een geringe
afwijking van de minimaal verwachte kosten per periode tot gevolg.
De maximale procentuele en absolute afwijkingen, zoals gevonden in de
voorafgaande paragrafen, worden gegeven in tabel 8.18. Hieruit volgt:
symmetrische transactiekn aeymmetrísche transactiekn
a v ~ 0 u ~ 0 u~ U v~ 0
rel abs rel abs rel abs rel abs
0,5u 3,5i 0,05uh 3,5i 0,05uh
u 2,3X 0,05uh 3,17 0,05uh 1,9X 0,05uh
2u 2,4X 0,15uh 3,1Y 0,28uh 5,1X O,lOuh 7,5i 0,26uh
3u S,OX 0,44uh 9,7I 1'~,..-. ??' 1',s' l,p7uh
Tabel 8.18 De maximale procentuele en absolute afwijkíngen van de mini-
maal verwachte kosten per periode bij toepassing van de geconstrueerde
benaderingen
3a. Bij een varíatiecoëfficiént met een absolute waarde kleiner dan of
gelijk aan 1 leidt toepassing van de geconatrueerde benaderingen in het
algemeen slechts tot geringe afwijkingen van de minimaal verwachte kos-
ten per periode. De maximaal gevonden relatieve afwijking is minder dan
4i terwijl de maximaal gevonden absolute afwijking minder dan O,OSUh be-
draagt.
3b. Bij een variatiecoéfficiënt met een absolute waarde van twee ís de
maximale afwijking van de minimaal verwacht kosten per periode bij toe-
passing van de benaderingsformules eveneene minder dan 4i, indien de
transactiekosten symme[risch zijn. De absolute waarde van de afwijkingen
is nu echter duidelijk groter dan bij een varíatiecoëfficiënt met een
absolute waarde van een. Zijn de transactiekosten niet symmetrisch, dan
is de maximale absolute afwijking niet groter dan bij symmetrische
transactiekosten. De relatieve afwijking is duidelijk groter als er al-
leen proportionele transactiekosten zijn in de richting díe tegenoverge-
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steld is aan die waarin het kassaldo zich beweegt ten gevolge van de
kassaldoveranderingen.
3c. Bij een variatiecoéfficién[ met een absolute waarde van drie zijn
zowel de procentuele als de absolute afwijkingen duidelijk Kroter dan
bij een variatiecoëfficiënt met een absolute waarde van twee. Bij symme-




Voor de ondersteuning van de beleidsbepaling bij de liquiditeitsplanning
zijn zowel in de financiële als in de besliskundige literatuur modellen
beschikbaar. De belangrijkste modellen hebben wij beknopt besproken in
houfdstuk een. Bij deze bespreking is het accent gelegd op de wijze
wa:irup de relevante grootl~eden in het algemeen gemodelleerd zijn en de
vuur deze modeLleríng beschikbare oplossingsmethoden.
Ook zijn in het eerste hoofdstuk de beschikbare modellen voor het liqui-
diteitsprobleem verdeeld in tactische en strategische modellen. Bij de
tactische modellen ligt het accent op het zo goed mogelijk gebruik maken
van de beschikbare alternatieven om middelen tijdelijk te bestemmen of
aan te trekken en is de aan te houden kasvoorraad het resultaat. Bij de
s[rategische modellen voor het liquiditeitsprobleem ligt het accent op
het formuleren van algemene richtlijnen, die gebruikt kunnen worden om
de voor de afwikkeling van het betalingsverkeer benodigde financiële
middelen, tegen zo laag mogelijke kosten beschíkbaar te krijgen.
Beide modelcategorieën hebben hun eigen voor- en nadelen. Alleen de be-
slisser kan uitmaken welke categorie in zijn beslissingssituatie de be-
ste mogelijkheden geeft om de hem ter beschikking staande informatie te
verwerken. Wij hebben bij de nadere speciflcatie van onze probleemstel-
ling gekozen voor het strategisch element, met name voor problemen waar-
bij de kansverdelingen van de kassaldoveranderingen in toekomstige peri-
oden aan de beslisser bekend zijn.
Bij de formuleríng van strategische modellen voor het liquiditeitspro-
bleem wordt in de literatuur meestal verondersteld, dat de beslisser de
beschikking heeft over de homogene activa kasgeld en korte-termijn be-
leggingen en dat hij kan beschikken over een kredietfaciliteit. Boven-
dien dat er zowel vaste als proportionele kosten aan de aan- en verkoop
van korte-termijn beleggingen verbonden zijn en dat de kassaldoverande-
ringen per periode onafhankelijk verdeeld zijn.
Bij het strategisch liquiditei[sprobleem beschikt de beslisser aan het
begin van iedere periode over de drie volgende mogelijkheden:
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a) het kassaldo vermeerderen door verkoop van korte termijn beleggingen;
b) het kassaldo verminderen door aankoop van korte termijn beleggingen;
c) het kassaldo ongewijzigd laten.
Bij de eerste twee mogelijkheden wordt er een transactie tussen kas en
korte termijn beleqgingen uí[gevoerd. Bíj een optimaal beleid wordt er
alleen dan een transactie uitgevoerd als de transactiekosten kleiner
zijn dan de bereikte reductie in de verwachte voorraadkosten. De waarden
van het kassaldo waarbij de kosten van een transactie juist gelijk zijn
aan de maximaal mogelijke reductie in die verwachte kusten wurden de
conLrulei;renzen genoemd. Het bij een con[roleKrens behurE~nJe~ kastialcln
tut waar een transactie uitgevoerd moet worden um de maximale reductie
in verwachte kosten te verkrijgen, noemt men vaak het terugkeerpunt. Het
strategisch liquidíteitsprobleem is nu de bepaling van de waarden van de
optimale controlegrenzen en terugkeerpunten, gegeven de kansverdeling
van de kassaldoveranderingen en de waarden van de kostenparameters.
Analoog aan de problematiek uit de voorraadtheorie, waarin het optimale
beleid op een eenduidige wijze te beschrijven is door twee beleidspa-
rameters (het bestelpunt en het bestelniveau), heeft in het onderzuek
naar de optimaliteit van het liquiditeitsbeleid de vraag centraal ge-
staan of het optimale liquídíteitsbeleid beschreven kan worden door vier
beleidsparameters: een onderste controlegrens, een onderste terugkeer-
punt, een bovenste terugkeerpunt en een bovenste controlegrens.
Aan het genoemde vraagstuk is he[ [weede hoofdstuk gewijd. Hierin blijk[
duidelijk dat men door gebruik te maken van wiskundige methoden een goed
gestructureerd antwoord kan geven op het gestelde probleem.
Het berekenen van de optimale oplossing, gegeven de waarden van de pro-
bleemparameters, wordt in het derde hoofdstuk besproken. Hierin worden
ook, uitgaande van per periode onafhankelijk en identiek normaal ver-
deelde kassaldoveranderingen, de optimale oplossingen voor de relevante
waarden van de probleemparameters van het liquiditeitsprobleem berekend.
Zoals uit de resultaten blijkt, wordt het optimale beleid voor de geko-
zen waarden van de probleemparameters in principe volledig gekarakteri-
seerd door vier beleidsparameters. De berekende waarden van de beleids-
parameters en de gevonden verbanden tussen de beleidsparameters en de
probleemparameters vormen de basis voor de rest van het onderzoek.
Met de berekening van de optimale beleidsparameters door gebruik te ma-
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ke~i van de beschikbare methoden is nogal wat rekenwerk verbonden. Uit is
niet bevorderlijk voor de toepassing van de atrategische modellen. Daar-
om hebben wij onderzocht of het mogelijk is eenvoudig berekenbare formu-
les te construeren die bij toepassing tot nauwelijks hogere verwachte
kosten per peciode leiden dan het optimale beleid.
Om dít doel te bereiken zijn de híervoor in aanmerking komende methoden
uit de besliskundige literatuur nader onderzocht en uítgebreid. De moti-
vering van de gekozen methoden wordt gegeven in hoofdstuk vier. De toe-
passing en aanpassing in de hoofdstukken vijf, zes en zeven.
In hoofdstuk vijf hebben wij de uit de voorraadtheorie beschikbare bena-
deringsmethoden onderzocht. Zoals uit de resultaten blijkt is na aanpas-
sing de door Wagner, 0'Hagan en Lundh (1965) ontwikkelde methode voor
het benaderen van de optimale beleidsparameters, zeer geschikt indien de
probleemparameters aan bepaalde voorwaarden voldoen.
In hoofdstuk zes is de door Schneeweiss (1977) ontwikkelde lineaire be-
slissingsregel voor een niet kwadratische doelstellingsfunctie onder-
zocht. Dat deze beslissingsregel een goede benaderíng geeft bij een ver-
wachte kassaldoveranderíng per periode gelijk aan nul en alleen propor-
tionele transactiekosten is reeds bekend uit de literatuur. In hoofdstuk
zes wordt de beslissingsregel zo geformuleerd dat er ook redelijke re-
sultaten te bereiken zijn bij een verwachtingswaarde ongelijk aan nul en
zowel vaste als proportionele transactiekos[en.
[n hoofdstuk zeven wordt de door Constantinides (1976) gebruikte me[hode
voor het bepalen van de optímale beleidsparameters, indien de controle
continu plaatvindt, toegepast om de optímale waarden van de beleidspara-
m~[e[s bij continue controle te bepalen. Worden de hiermee gevonden
waarden gebruikt als alternatief voor de optimale beleidsparameters in
het periodieke probleem, dan wijken in het algemeen bij een verwachte
kassaldoverandering per periode gelíjk aan nul, de verwachte kosten per
periode nauwelijks af van de mínimaal verwachte kosten bij een optimaal
beleid.
Gebruik makend van de in hoofdstuk drie gevonden verbanden tussen de
probleemparameters en de optimale beleidsparameters en van de resultaten
uit de hoofdstukken vijf, zes en zeven, worden in hoofdstuk acht rela-
tief eenvoudig berekenbare benaderingsformules geconstrueerd voor de
beleidsparameters van het liquiditeitsprobleem met een verwachte kassal-
zoo
doverandering per periode ongelijk aan nul. Ui[ de resultaten blijkt dat
toepassing van de met deze formules berekende beleidsparameters nie[ tot
noemenswaardig hogere kosten leidt dan het optimale beleid.
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Bijlage A Yartiële karakterisering van het optimale beleid
In paragraaf 'L.5 is geconstateerd dat de minimaal verwachte kosten in de
laatste periode, H1(xl), geen convexe functie zijn van het saldo aan het
begin van de laatste periode indien ten minste ~én terugkeerpunt een
eindige waarde aanneemt. Híerdoor is het in het algemeen níet meer moge-
lijk het optimale beleid voor het meer-períoden probleem volledig te
karakteriseren door slechts vier beleidsparameters. Wel is het mogelíjk
het optimaal beleíd gedeeltelijk te karakteriseren door vier beleidspa-
rameters, indien de vaste kosten alleen verbonden zijn aan een transac-
tie waardoor het kassaldo vermeerderd of waardoor het kassaldo vermin-
derd wordt, door gebruik te maken van het begrip "K-convexiteit". Ook is
het mogelijk het optimaal beleid gedeeltelijk te karakteriseren door
meer dan vier beleidsparameters, indien er zowel vaste transactiekosten
aan een kassaldovermeerdering als aan een kassaldovermindering verbonden
zijn, door gebruik te maken van een convexe begrenzingstechniek. In deze
bijlage worden beide technieken afzonderlijk besproken.
A.1 Partiële karakteriserinK van het optimale beleid door qebruik te
maken van het begrip "K-convexiteit"
Girgís (1968) maakt voor de karakterisering van het optimale beleid in-
dien er vaste transactiekosten verbonden zijn aan een saldovermeerderíng
af een saldovermindering, gebruik van het begríp "K-convexiteit". Een
differentieerbare functie f(x) is rechts K-convex in x indien:
f(xtc) - f(x) - c.f'(x) t K~ 0
voor elke c~ 0 en voor elke x, waarbij f'(x) de eerste rechter afgelei-
de is van f(x) naar x.
Uit deze definítie volgt dat iedere convexe functie rechts K-convex is
voor iedere K ~ 0.
In figuur A.1 is de functie H1(xl), indien er geen vaste transactiekos-
ten verbonden zijn aan een kassaldovermindering, getekend.
Zo2
D~ U~
Figuur A.1 De functie H1(xl) voor al ~ 0 en a2 - 0
Dat deze H1(xl) zowel rechta al-convex is op (-m,di] als op (d~,m) volgt
uit de zujuist genoemde eigenschap.
voor x c dl t x t c volgt uit figuur
c.Hi(x) voor x c dl. Immers omdat al
Dat H1(xl) ook rechts al-convex is
A.1, waarin geldt K(xl) :- H1(xl) t
f H1(xltc) ~ K(xl) geldt ook:
H1(xltc) - H1(xl) - c.Hi(xl) t al ~ 0
Op een zelfde wijze kan worden aangetoond dat H1(xl) links az-convex is
door gebruík te maken van de definitíe van een links a2-convexe functie.
Voor het optimaal zijn van een (dz,D2,U2,u2)-beleid zou moeten gelden
dat H1(xl) rechts al-convex is op het interval (-W,u2] en links aZ-con-
vex op het interval [d2,~) indien er zowel vaste transactiekosten ver-
bonden zíjn met een kassaldovermeerdering als met een kassaldoverminde-
ring.
Aan deze voorwaarde wordt, zoals door Neave (1970) is aangetoond, niet
altijd voldaan.
Is echter al ~ 0 en a2 m 0 dan is Hn(xn) wel rechts al-convex en indien
a2 ~ 0 en al a 0 dan is Hn(xn) links a2-convex en kan de structuur van
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he[ optimale beleid bepaald worden zoals bewezen is door Girgis.
Omdat voor al ~ 0 en a2 - 0 de functie Hn(xn) rechts al-convex is kunnen
de situaties zoals weergegeven op de intervallen III en V in figuur 2.6
(blz. 35) niet optreden. Immers op deze intervallen Aeldt voor
xn f c- Dn en xn f c- D' .n'
Gn(xn) f bl.xn ~ Gn(xn-~c) t bl.(xntc) f al
Hieruit volgt:
Gn(xnfc) - Gn(xn) -f bl.c f al ~ 0 (A.1)
Omdat voor het maximum op genoemde intervallen geldt: Gn(x) --bl,
volgt hieruit na substitutie in (A.1):
Gn(xnfc) - Gn(xn) - c.Gn(xn) -f al ~ 0
Dit impliceert dat Gn(xn) niet rechts al-convex is, zodat de getekende
situaties strijdig zijn met het al-convex zijn van Gn(xn).
A.2 Partiële karakterisering van het optimale beleid door gebruik te
maken van een convexe begrenzingspolitiek
Neave (1970) gebruikte bij de gedeeltelijke karakterisering van het op-
timale beleid een convexe begrenzingstechniek voor het definiëren van de
beleidsparameters d} en u In deze bijlage wordt de convexe begrenzings-n n
techniek geïllustreerd voor het twee-perioden probleem er van uitgaande
dat zowel de vaste transactiekosten verbonden aan een saldovermeerdering
als aan een saldovermindering ongelijk nul en aan elkaar gelijk
zijn (al - a2 ~ 0). Het algemene geval kan op eenzelfde wijze worden
afgeleid.
De recursievergelijking voor het twee-perioden probleem kan overeenkom-
stig formule (2.35) geschreven worden als:
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mín [al f bl.(y2-x2) f G2(Y2))
y2~x2




en de hieruit volgende optimale beleídsparameters D2, U2, d2 en u2 wor-
den, overeenkomstig (2.25), (2.26), (2.36) en (2.37), gegeven door:
bl.(D2-x2) t G2(D2) ~ min[ bl.(y2-x2) f G2(Y2)] (A.3)
Y2
b2.(x2-U2) t G2(U2) ~ min[b2.(y2-x2) t G2(y2)] (A.4)
Y2
d2 ~ min[x2~G2(x2) - G2(D2) ' al f bl.(D2-x2)] (A.5)
u2 ~ max[x2~G2(x2) - G2(U2) a al t b2.(x2-U2)] (A.6)
Voor het bepalen van de beleidsparameters d2 en u2 construeren we op de
volgende wijze een convexe functie B1(x):
H1(xl) , indien xl C dl ;
alfbl.(D1-xl)fL(DI)
B1(xl) ~ max I.(xl) , indien dl t xl ! u~ ;
a2fb2.(xl-U1)tL(U1) ,
H1(xl) , indien ul C xl.
Het bewijs dat de functie B1(xl) convex is in xl en dat bovendien geldt
dat B1(xl) ) H1(xl) ~ B1(xl) - al voor elke xl wordt gegeven door Neave
(1970, blz. 480). Een voorbeeld van een functie B1(xl) uitgaande van fi-




Figuur A.2 Een voorbeeld van de functie B1(xl)
Gebruikmakend van de geintroduceerde functie B1(x) definíéren we over-
eenkomstíg (2.22) een functie J2(y2):
m
J2(Y2) a L(Y) f a. f B1(Y2-k2).f(k2)dk2.
~
Analoog aan (A.4) en (A.5) definiéren we hierme de beleidsparame-
ters d2 en u2 als volgt:
fd2 - min[x2 bl.x2 f J2(x2) a al t b1.D1 f G2(D2), D2]
u2 - min[x2 -b2.x2 t J2(x2) - al - b2.U2 t G2(U2), U2]
Door deze wíjze van definiëren worden alle waarden van d2 ~ D2 en
van u2 ~ U2 die ook aan de aan x gestelde voorwaarde voldoen uitgeslo-
ten.
Een voorbeeld van de bepaling van de punten D2, d2 en d}2 wordt gegeven
in figuur A.2.
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Figuur A.3 De bepaling van de optimale beleidsparameters D2, d2 en d2
Omdat uit (A.3) volgt dat het optimaal is het saldo te vermeerderen tot
het punt D2, indien het kassaldo door middel van een transactie vermeer-
derd wordt, volgt uit (A.2) dat het beter is het saldo te vermeerderen
dan te handhaven indien geldt:
G2(x2) ~ al f bl.(D2-x2) f G2(D2),
omdat een saldovermeerdering door middel van een transactie altijd tot
lagere verwachte kosten leidt dan handhaving van het saldo. Door de on-
gelijkheid te herschrijven als:
bl.x2 f G2(x2) ~ al f b1.D2 t G2(D2),
is uit figuur A.3 duidelijk af te lezen dat het, gegeven de getekende
kostenfunctíes, beter is het kasealdo te vermeerderen dan het te handha-
ven indien geldt: x2 ( d2 of x' ~ x2 ( x". Op een zelfde wijze kan wor-
den aangetoond dat het beter is het kassaldo te handhaven dan het door
een traneactie te vermeerderen indien geldt: d2 ( x2 ~ x' of x2 ~ x",
omdat nu de traneactiekoaten altijd hoger zijn dan de reductie in ver-
wachte kosten.
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Door de introductie van de functie B1(xl) is het mogelijk het optimale
beleíd nader te specifíceren indien het saldo aan het begin van de twee-
de periode voor het einde van het plantijdvak tot het interval [d2,u2]
behoort. Op een zelfde wijze zijn de nadere specificaties, zoals gegeven
door (2.39), af te leiden.
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Bijlage B BerekeninR van de op[imale oplossing
Voor de berekening van de optimale oplossing hebben we ín hoofdstuk 3
gebruik gemaakt van een lineaire- en van een dynamische programmerings-
formulering. In deze bijlage wordt eerst het gebruikte lineaír program-
meringsmodel geformuleerd en vervolgens wordt de methode die bij het
oplossen met behulp van dynamische programmering gehanteerd is bespro-
ken.
B.1 Het Aebruikte lineair programmerinRSmodel
Voor de formulering van het gehanteerde lineair programmeringsmodel gaan
we uit van de in paragraaf 3.3 gegeven doelstellingsfunctie (3.8) en de
daarbij behorende randvoorwaarden (3.8a) t~m (3.8c):
N N




E E niw ~ 1
í~l w~l
N N N
E n, m E E n wPjw~l ~w i~l w~l iw i
(3.8)
(3.8a)
j z 2,3,...,N (3.8b)
~iw ~ 0 i,w - 1,2,...,N í3.8c)
De alternatieve formulering van dit probleem wordt verkregen door een
transactie van X(i) naar Y(w) te splitaen in een transactie van X(i)
naar het nulsaldo en van het nulsaldo naar Y(w). Voor het aanbrengen van
deze verandering maken we gebruik van de volgende reeds in paragraaf 3.3
geintroduceerde variabelen:
di '~ ~11 i ~ 1,2,...,N ;
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N





pw '- i-1 iw
N
v .- E n
w 1-wf1 iw
Bovendien definiéren we nog de volgende variabelen:
j-1 N
~ j :- E E
niw
i-1 w- jf 1
j ~ 2,3,...,N-1 ;
N j-1
~j :- E E niwi- jt 1 w31
j ~ 2,3,...,N-1 .
Deze variabelen representeren eveneens cumulatieve invariante kansen.
Zij dienen echter slechts om de voorwaarde dat niw ~ 0(i,w - 1,2,...,N)
in de alternatieve formulering op te nemen, doch ze zijn voor de inter-
pretatie van de resultaten niet van belang.
Gebruikmakend van de geintroduceerde variabelen kan de doelstellíngs-
functie van de alternatieve formulering als volgt uit de oorspronkelijke
formulering ( 3.8) verkregen worden:
a) vervang de N(N-1)~2 variabelen niw (1 z 1,2,...,N-1; 1 ~ w) met bij-
behorende kosten al t bl(Y(w)-X(i)) -E L(Y(w)) door de 3N-4 variabe-
len rli, ~j en pw (i - 1,2,...,N-1; j~ 2,3,...,N-1; w~ 2,3,...,N) me[
bijbehorende kosten respectievelíjk: -b1.X(1), 0 en al t b1.Y(w) t
L(Y(w));
b) vervan~; de N(N-1)~2 variabelen niw (i ~ 2,3,...,N s w~ i) met bijbe-
horende kosten a2 t b2.(X(i)-Y(w)) t L(Y(w)) door de 3N-4 variabelen
wi, ~j en vw (i - 1,2,...,N; j a 2,3,...,N-1; w~ 1,2,...,N-1) met
bijbehorende kosten respectievelijk: b2.X(i), 0 en a2 - b2.Y(w) -f
1-(Y(w) );
c) Vervang de N variabelen niw met i- w door 61.
zlo
De alternatieve lineaire programmeringsformulering wordt nu, gebruilvna-
kend van (3.9):
pi - P[Xttl ~ X(i)~ Yt ' Y(w)]
gegeven door:
N N
minimaliseer E L(X(i)).d t E- b.X(i).n
i~l 1 1-1 1 i
N N
f E[al f b1.Y(w) t L(Y(w))].Pw t E b2.X(i).wi
w~2 i-2
N-1




E á t E v t E p 3 1
i-1 1 w~ 2 w wa 1 w
N w N w N-1 w
ái - w-1 pi.ów }
ni - w`2 pi.vw t wi - wEl P1.Pw z 0, i- 1,2,...,N
-nj t Ej t~jtl } vjtl ~ ~ j- 1,2,...,N-1
-wj t~j-1 -~j f Pj-1 - 0 j a 2,3,...,N
dii ~ir mi~ Pi~ vi~ ~,ii ~,1 ~ 0 i- 1,2,...,N
wl ' vl '~1 a~i ~ nN ~ PN ~ EN z LN 3 0
B.2 Berekening van de optímale beleidsparameters met dynamische pro-
grammering
Bij de berekening van de optimale beleidsparameters met dynamische pro-
grammering gaan we er vanuit dat de kassaldoveranderingen per periode
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identiek en onafhankelijk normaal verdeeld zijn en dat het optimale be-
leid een (dR,DR,Un,un)-structuur heeft:
Dn - x, indien xn ~ dn ;
. ~~ d c x c u ;n n n
Op grond van de laatstgenoemde veronderstelling en gebruikmakend van
(3.5):
In(y) :- L(y) f( n-1) J C~1(y-k) f(k) dk
- „
(B.2)
kunnen de gemiddelde verwachte kosten per periode geschreven worden als
l~n [al t bl.(Dn-xn) ~- In(Dn)], indien xn ~ dn ;
Cn(xn) 1~n.In(xn)~
l~n [a2 - b2.(Un-xn) f In(Un)],
Voor n ~ 2 kan (B.2) nu herschreven worden als:
d c x C u ;
n n n
~
In(Y) - L(Y) t J Ial t b1.Dn-1 } In(Dn-1) - bi.(Y-k)J.f(k) dk
y-dn-1
Y-d n-1




t f [a2 - b2 Un-1 } In-1(Un-1)
t b2.(y-k)].f(k) dk.
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Omdat we er van uítgaan dat het optimale beleid volledig gekarakteri-
seerd wordt door de vier beleidsparameters kunnen (3.16) t~m (3.19) ook
geschreven worden als:
b1.Dn f In(Dn) a min[bl.y t In(Y)]
Y
-b2.Un t In(Un) a min[-b2.y t In(Y)]
Y





un ~ Un en -b2.un f In(un) a min[a2 - b2.y -~ In(Y)] (B.7)
Y
Uit (B.4) en ( B.6) reapectievelijk (B.5) en (B.7) volgt nu dat (B.3) g~~-
schreven kan worden als:
In(Yn) ' L(Yn) f[bl.(dn-1-Y) f Z~1(d~l)].[1 - F(Y-d~l)]
Y-dn-1
t bl. 1 k.f(k) dk f f I~1(y-k).f(k) dk
Y-dml y-un-1
f [-b2'(un-1-Y) } In-1(un-1)]'F(y-un-1)
Y-un-1
- bZ J k.f(k) dk.
m
Omdat de kassaldoverandering per periode normaal verdeeld is geldt:
u




en kan L(y) geschreven worden als:
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L(Y) - (hfs)[(Y-u).F(Y) } a2.f(Y)~ - s(Y-V)
Hieruit volgt:
L' (Y) - (h-F~s).F(Y) - s
Op eenzelfde wijze als (B.10) kan(B.8) herschreven worden als:
In(Y) - L(Y) t[bl-(dn-1-Y) f In(dn-1)~~[1 - F(Y-dn-1)~




f J I~1(Y-k).f(k) dk
t[-b2.(un-1-Y) f I~1(U~1)[.F(Y-u~l)
Y-un-1
t b2.[a2.f(Y-un-1) } u.F(Y-u~l)~ (B.12)
Differentiatie van In(y) naar y geeft:
In(Y) - L'(Y) - bl.[1 - F(Y-dn-1)~
Y-dn-1
t J In(Y-k).f(k) dk f b2.F(Y-u~l) (B.13)
Y-un-1
Door gebruik te maken van (B.10) t~m ( B.13) zijn nu de optimale beleids-
parameters te berekenen.
Evenals in het model met gedisconteerde kosten hangt het van de waarden
van de probleemparameters af of de beleidsparameters eindige waarden
aannemen. Bíj de berekening wordt daarom gebruík gemaakt van de door
Inderfurth (1977, blz. 24 e.v.) bewezen stelling: Is h~ 0 en s~ 0 dan
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bestaan er eindige gehele getallen nl -[bl~s] en n2 ~[b2~h], met [e]
het kleinste gehele getal groter dan of gelijk aan e, zodat geldt:
D--m, indien n C nl ;n
Dn ` In 1(-bl) ~~
U ~ f m
n
Un - In 1(b2)
Voor het berekenen
gehanteerd:
1) bepaal nl en n2;
(B.14)
van de beleidsparameters is de volgende procedure
2) bepaal overeenkomstig (B.14), indien nodig gebruikmakend van (B.10),
D1 en U1;
3) bepaal dl respectievelijk ul uit:
dl -~ , indien n C nl , ul s~, indíen n C n2 ,
indien n~ nl, dl middels de Regular Falsi als die waarde van y kleiner
of gelijk aan D1 waarvoor geldt:
bl.y t L(Y) ~ a t b1.D1 f L(D1)
en indien n) n2, ul op een overeenkomstige wijze;
4) bepaal I2 en IZ m.b.v. de Simpeon-regel en vervolgens op een zelfde
wijze als in 2) en 3) gebruikmakend van (B.4) t~m (B.7) en (B.14): D2,
U2, d2 en u2;
5) herhaal 4) voor n~ 3,4,..., tot het grootste absolute verschil tus-
sen twee dezelfde beleideparameters in twee opeenvolgende periuden klei-
ner is dan een bepaalde waarde E.
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Bijlage C De proportionaliteitseigenschappen van het optimale beleid
De proportionaliteitseigenschappen van het optimale beleid kunnen het
eenvoudigst bewezen worden door gebruik te maken van bijlage B.2. Note-
ren we een functie, bv. L(y), indien hierin de probleemparameters, bv. h
en s, met een factor a~ 0 vermenigvuldigd worden als: L(y a.h,a.s) dan
volgt uit (B.10):
L(YI~.h,a.s) - a.L(Y) (C.1)
Uit (B.5) t~m (B.8) volgt eigenschap 2.1 voor n- 1. Substitutie van het
resultaat in (B.12) geeft voor n- 2:
I2(Y~a.h,a.s,a.bl,a.b2) - a.I2(Y)
Uit (B.5) t~m (B.8) volgt nu eigenschap 2.1 voor n a 2 en op eenzelfde
wijze kan worden aangetoond dat eigenschap 2.1 geldt voor elke n.




Uit (B.10) volgt nu:
(C.2)
(C.3)
L(Yla.u,a.a) - a.L(Y) (C-4)
en uit ( B.5) t~m ( B.8) eigenschap 2.2 voor n s 1. Substitu[ie vau dit
resultaat en (C.2) t~m (C.4) in (B.12) geeft vuor n- 2:
I2(Yla.v,~-Q) - a.I2(Y)
Uit (B.5) t~m (B.8) volgt nu eigenschap 2.2 voor n a 2 en op eenzelfde
wijze kan worden aangetoond dat eigenschap 2.2 geldt voor elke n.
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Bijlage D Bepaling van de optimale transactie-omvanR
lloor Tobin (1955) is de optimale transactie-omvang bepaald ervan uit-
gaande dat tekorten niet toegestaan zijn en dat alleen over de belegde
middelen een opbrengst verkregen wordt en dat de transactiekostenfunctie
symmetrisch is. In deze bijlage wordt de optimale transactíe-omvang,
overeenkomstig het in paragraaf 3.1 geformuleerde probleem bepaald onder
de veronderstelling dat ook over kassaldo een opbrengst verkregen wordt
en dat de transactiekosten verbonden met een kassaldovermeerdering niet
gelijk behoeven te zijn aan die verbonden ~qet een zelfde saldoverminde-
ring.
Omdat we nu een model hanteren waarin zowel het kassaldo als d~~ hoeveel-
held belegde middelen op feder tijdetlp van belang zijn definl'cren wo:
x(t): het kassaldo op tijdstip t;
q(t): de hoeveelheid belegde middelen op tíjdstip t.
De verdeling in de tijd van de beschikbare kasmiddelen over kasgeld:
x(t) en korte termijnbeleggingen: q(t) wordt nu gegeven door:
x(t) t q(t) -(1-t)K 0 c t c 1
en een mogelijk verdeling hiervan wordt grafisch weergegeven in fiKuur
D.1.
De netto-opbrengst gedurende een periode van een tijdseenheid over het
aan het begin van de periode beschikbare kassaldo, indíen er w transac-
ties worden uitgevoerd kan bepaald worden uit:
Rw ~ (1-t2).K.t2.r f 2 .K.t2.c f
(1-t3).K.(t3-t2).r t 2 .K.(t3-t2)2c f ... (D.l)
2 K.(1-tw)2c - (blfb2)(1-t2).K - (a2t(w-1)al)
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Figuur D.1 Een verdeling over kas en beleggingen bij w transacties
Hierin is de eerste term rechts van het gelijkteken gelijk aan het pro-
dukt van het bedrag dat gedurende het interval [O,t2) belegd is:
K.(1-t2) en de rente die over dit bedrag gedurende dit tijdsinterval
per geldeenheid verkregeu wordt. De tweede term is gelijk aan de op-
brengst over het kassaldo gedurende het interval [O,t2). De volgende 2w-
3 termen bevatten de opbrengsten van de beleggingen en het kassaldo ge-
durende de tijdsintervallen [t2,t3),[t3,t4),...,[tw,l). De twee laatste
termen bevatten aan de transactiekosten. Deze zijn immers gelijk aan
(blfb2) maal het op tijdstíp t~ belegde bedrag plus de vaste transac-
ties.
Subsitutie van tl -(blfb2)~(r-c) in (D.1) en partiéle differentiatie
van het resultaat naar ti voor i~ 2,3,...,w geeft indien de partiële
afgeleiden gelijk gesteld worden aan nul na enige herleiding:
zla
tl - 2t2 f t3 - 0
t~l - 2tw ~ -1
Hieruit volgt:
ti ' tl t iWl ( 1-tl), voor i 3 2,3,...,w (5.2)
Substítutie van (5.1), (5.2) en h~ r-c in (D.1) geeft de optimale op-
brengst bij w transacties:
Rw ~ ?W .K.h(1-(bltb2)~h)2 - (a2t(w-1).al) , (5.3)
indien w~ 2 en h ~ blfb2.
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Bijlage E Afleidingen behorende bij de lineaire beslissingsregel
E.1 Bepaling van de parameters van de invariante verdeling
De parameters van de invarian[e verdelingen van de toestands- en beslls-
singsvariabele kunnen bepaald worden door, gebruikmakend van (6.2), de
s
kasvoorraad aan het begin van een periode in stationaire toestand (x )
uit te drukken als functie van alle voorafgaande kassaldoveranderingen
en de parameters van de lineaíre beslissingsregel. Immers (6.2) is ook
te schrijven als:
xC - xt-1~(Kfl) -
K.9 - kt-1 ' t~ 2,3,...
Hieruit volgt:
X2 - X1.(Ktl) - K.9 - kl
x3 - x2.-F~(Kfl) - K.8 - k2 3 xl.(kfl)2 - 9.(Kf2)2 t 9- kl(K~1) - k2
2
x4 - xl.(Ktl)3 - 9.(Ktl)3 t 9- E(Ktl)j.k3-j
j-0
t- 2
xt - xl.(Ktl)t-1 - e.(Ktl)t-1 t e- s(Kti)j-kc-j-1js o
Omdat 0 t Kfl ~ 1 volgt uít het voorafgaande:










Substitutie van (6.3) geeft:
vs ~ -K.ks (6.4)
E.2 Bepaling van de verwachte kosten per període zoals gegeven door
(6.13) en (6.14) -
Gebruikmaken van (2.3) kan (6.11) geschreven worden als:
m 0
~~VL ~ h. f x.fx(x)dx - s J x.l (x)dx
0 x
- (hts) f x.fx(x)dx - s.ux
0
Omdat x normaal verdeeld is kan (E.1) gebruikmakend van eigenschap (B.9)
herschreven worden als:
GVL - (hts)[aX.fx(0) f ux.(1-Fx(0))~ - s.ux (E.2)
Omdat we overeenkomstig (6.15) en (6.16) de dich[heidsfunctie en de ver-
delingsfunctie van een gestandaardiseerde normaal










zodat (E.1) herschreven kan worden als (6.13):
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u u
CVL - (hts)[ux.~(áx) t ax.~(Qx)] - s.ux
x x
De bepaling van (6.14) is bijna analoog aan die van (6.13). Immers sub-
stitutie van (2.2) in (6.12) geeft na enige herleiding:
m 0
CTL - J (alfbl.v).fv(v)dv f f (a2-b2.v).fv(v)dv
0 --m
- al t(a2-al).Fv(0) t(blfb2) J v.fv(v)dv - b2.uv
0
Cebruikmakend van de eígenschappen van de normale verdeling (E.3) en
(E.4) volgt op een zelfde wijze door substitutie (6.14):
u u u
CTL - a2 -(a2-al).~(av) f(bltb2)[uv.~(av) f ov.~(av)] - b2.uv
v v v
E.3 Bepaling van de optimale aanpassingscoëfficiënt
Voor de bepaling van de optimale aanpassingscoëfficiënt bij een variabe-
le beslissingsperiode en de optimale normvoorraad gegeven door (6.21)
definiëren we:
B :- (hfs).a2.exp[- 2(~-1(hts))2] ~ 0
en eveneens ter vereenvoudiging van de komende bewerkingen:
Z(K) :- Q.(27f)-~~5[-K(Kf2)]1~5 i ~
en
(E.S)
g(K) :- (Kfl).9 - [(a2-al)(Kf2).u - (blfb2).K.o2].exp[ZK (Q)2]
Zodat uit (6.26) volgt
lL2
~(K) ' Z(K).8(K) (E.6)
Uit (F..6) volgt dat voor -1 c K~ 0, de marginale verandering in de ver-
wacht~~ kusten per període ten gevol};e van ecn veranderin}; vun di~ ,ianpas-
singscuëtticiënt gelljk is aan he[ produkt van de waarde van t;(K) en een
getal ëruter dan nul.
Voor de bepaling van het verloop van de marginale verandering in de ver-
wachte kosten per periode ten gevolge van een verandering van de aanpas-
singscoëfficiënt op het interval [-1,0) bepalen we eerst:
8(-1) - -[(a2-al).u f (blfb2).a2].exp[- 2 (á)2J (E.7)
lim g(K) - B (E.8)
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Omdat ex 1 u 2p[- Z(á) ]~ 0 volgt uit (E.7):
g(-1) ~ 0, indien [(a2-al).V t(bltb2).a2] ~ 0 (E.9)
8(-1) - 0, ~~ ~~ - 0 (E.10)
g(-1) ~ 0, ~ U (E.II)
Uit (E.9) t~m (E.11) volgt nu wanneer bij volledige danpassing de marEi-
nale ínvlued van de aanpassingscoëfficiënt op de verwachte kusten nega-
tief nul of positief is.
Voor de bepaling van het verloop van de marginale invloed van een veran-
dering in de aanpassingscoëfficiënt op de verwachte kosten per periode
splitsen we de functie g(K) in drie delen:
81(K) :- (Kfl).s
g (K) : K-~2 u 22 -(a2-al)(Kf2).u.exp[ 2K (á) ]




ó(K) ' E gi(K).
1-1





dg2(K) 2 v 2 u 2 -2 Kt2 u 2
dK - -(a2-al)[K - K.(a) - 2(Q) ].K .u.exP[ZK (Q) ]
(E.12)
d2dK2K)
--(a2-al)[4K -F K(a)2 t 2(Q)2l(Q)2.K-4.u.exP[ 2K (a)2]
(E.13)
dgdKK) - (blfb2)
K-1[K - (Q)2].a2.exp[K2K (Q)21 ~ 0
2
dgdK2) -
(bl}b2)K-3(a)4.a2 exp[K2K (Q)2] C 0
Stellen we c:- (u~o)2 dan volgt uit (E.12):
1
dgáKK) ~ 0, indien -1 t K ~ 0.5[c -(c2t8c)2J
1





~ 0, indien -1 e K ~ -'Lc~(4-~c)
dK2
~ 0, indien -2c~(4fc) ~ K C 0
Het verloop van de relevante kostenfuncties kan nu grafisch worden weer-
gegeven als in figuur I;.l.
9
Figuur F:.I Een voorbeeld van de functies gi(K) up het intrrv,~l [-I,~i)
voor (a2-a~).u ~ 0
Omdat (blfb2)a2 ~ 0 volgt uít figuur E.1 dat indien (al-a2).u ~ 0 er
altijd een K up [-1,0) is zodat g(K) - 0.
Is (al-a2).V ~ 0 doch (al-a2).~ t (bltbZ).a2 ~ 0 dan is er eveneens up
(-1,0) een K waarvoor geldt g(K) - 0.
Is echter (al-a2).y ~ 0 en (al-a2).y f(bltb2).a2 ~ 0 dan
op (-1,0) 2odat geldt g(K) ~ 0. Immers stel:
~1(K) :- (az-al)(Kf2).u - (bltb2).K.O 1
is er geen K
dan is:
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h(0) - 2(a2-ai).u ~ 0
h(-1) - (a2-al).V f (blfb2).a2 ~ 0
Omdat h(K) een lineaire functie is van K volgt hieruit:
g( K) i cl, - L G K ~ O
Uit de definitie van g(K) volgt nu dat een verminderde aanpassing alleen
maar leidt tot hogere verwachte kosten indien ( a2-al).u t(bltb2)a2 C 0,
zodat de optimale aanpassingscoëfficiënt gelijk is aan -1.
I?.4 Invloed lengte beslissingsperiode op de verwachte transactiekusten
Voor het bepalen van de invloed van de lengte van de beslissingsperiode
op de verwachte transactiekosten differentiëren we (6.50) partieel naar
m:
C - ~ [a - (a -a )~( Jm)~ t ( b tb )[u.~(p~m) } o pdmTL(m) m 2 2 1 a 1 2 o T~( a)~ - b2'V
(6.50)
BCTL m - - a2 [1 - ~(urm)~ -
a2.u ~(pdm)
3 2 a 2~ am m
- al ~(uJm) } a~ ~(uJm) - (bltb2)-o
,~(~~)'L a 2a.m m a 2~ Q
m
Hieruit volgt dat een vermeerdering van de lengte van de beslissingspe-
riode een daling van de verwachte variabele transactiekosten (vijfde
term rechts van het gelijkteken) tot gevolg heeft. Om te bewijzen dat
ook de invloed van een vermeerdering van de lengte van de beslissingspe-
riode een daling van de verwachte vaste transactiekosten tot gevolg
heeft ( de eerst vier termen rechts van het gelijkteken), moet een onder-
scheid gemaakt worden tussen een verwachte kassaldoverandering per peri-
ode gro[er dan nul en kleíuer dan nul. Is de verwachte kassaldoverande-
ring per periode gelijk aan nul dan zijn ook de tweede en de vierde term
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rechts van het gelijkteken gelijk aan nul, zodat alle overige termen
negatief zijn.
Is de verwach[e kassaldoverandering per periode groter dan nul dan is
alleen de vierde term rechts van het gelijkteken groter dan nui. De som
van de derde en vierde term is dan echter kleiner dan nul vuur m~ ~.
Stel:
g(m) :~ ~(uQm) - uZá ~(uam)
dan geldt:
lim g(m) z 1
m10 2
ag(m) ~ u u u3~m u~m
2m ~2~ - 4~ } 4a3)'~(
Q)) 0
zodat een vermeerdering van de lengte van de beslissingsperiode tot la-
gere verwachte kosten per tijdsperiode leidt.
Is de verwachte kassaldoverandering per periode kleiner dan nul dan is
de tweede term rechts van het gelijkteken positief, overeenkomstig het
voorafgaande kan nu bewezen worden dat de som van de eerste en de tweede
term negatief is.
Een vermeerdering van de lengte van de beslissingsperíode heeft dus zo-
wel een daling van de verwachte vaste als van de verwachte variabele
transactiekosten tot gevolg.
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Bijlage F Bepalind van de optimale beleidsparameters bij continue con-
trule
Evenals in hoofdstuk 7 zal voor de bepalíng van de optimale beleidspara-
meters bij een verwachte kassaldoverandering per periode gelijk aan nul,
een onderscheid gemaakt worden tussen de drie volgende mogelijkheden:
1) dc ~ 0 t Dc t Uc ~ uc
2) d C D ~ 0 C U t uc c c c
3) dc ~ Uc C Uc C U ~ uc
In deze bijlage worden de optimale beleidsparameters bepaald uitgaande
van de eerste mogelijkheid en worden alleen de resultaten vermeld die
men krijgt als men uitgaat van de derde mogelijkheid.
F.1 De optimale beleidsparameters indien: d ~ 0 t D c U ~ uc c c c
7.oals ín houfdstuk 7 is aangetoond kunnen de optimale beleidsparameters









bl f W'(U) c 0 (7.17)
228
W(Uc2) - W(Ucl) ) a2 t (Uc2-Ucl).b2
W(Dc3) - W(Dcl) ~ al } (Dcl-Dc3).bl
met:
Ucl a YIh - (lIh)IY2 - h.o2(b2-W'(0))lI2
Uc2 ' YIh -F (lIh)~Y2 - h.a2(b2-W'(0)~1I2
Dcl - YIh - (lIh)IY2 f h.a2(b1tW'(0)~1I2
Dc3 ' -YIs - (lIs)IY2 - s.a2(b1fW'(0)]lI2
Substitutie van Uc1 en Uc2 in (7.19) geeft:
YL ~ h.a2(b2-W'(0)) t (3h2aza2I4)1I3
Substitutie van Dcl en Dc3 in (7.20) geeft uiteíndelijk:
2









t 3s2o2 ~Y2 - s.a2(b1fW'(0)))3I2 t
3h2a2
~Y2 t h.o2(b1tW'í0)))3l2 ~ 0
Voor het bepalen van de optimale beleidsparameters moet nu W'(0) zodanig
worden gekozen dat Y geminimaliseerd wordt onder de voorwaarden (7.17),
(F.1) en ( F.2). Immers, indien aan voorwaarde (F.1) is voldaan, dan is
ook aan voorwaarde (7.12) voldaan, omdat a2 ~ 0. Is
(7.12) voldaan dan is ook aan voorwaarde (7.16) voldaan
b2 ~ 0 geldt:
-h a2(b1tW'(0)) c h a2(b2-W'(0))
aan voorwaarde
omdat voor bl,
en is aan voorwaarde (7.17) voldaan, dan is ook aan voorwaarde (7.13)
voldaan.
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Voor s~ 3h wordt in bijlage G(blz. 233) bewezen, dat y onder de voor-
waarden (7.17), (F.1) en (F.2) minimaal is, als de maximaal mogelijke
reductie van de potentiéle kostenfunctie juist gelijk is aan de daarbij
behorende totale transactiekosten.
De te kiezen W'(0) en de optimale y kunnen zodoende worden bepaald uit
het stelsel dat ontstaat door de voorwaarden: (F.1) en (F.2) als gelijk-
heden te schrijven, indien zoals uit bijlage G volgt de probleemparame-
ters voldoen aan:
-a2h(blfb2) ~ í3h2a2a2I4)2I3 - (3s2a2alI4)2I3
s ~ 3h
Gebruikmakend van de gevonden resultaten volgt uit (F.1):
2 (3h2a2a l4)2I3
W~ (0) ~ b2 - Y 2} 2ho ha
en substítutie van (F.3) in (7.11), (7.10), (7.15) en (7.18) geeft:
uc - yIh f (lIh)(3h2a2a2I4)lI3
Uc - YIh - (lIh)(3h2a2a2I4)lI3
Dc ~ YIh - (lIh)Iha2íblfb2) f (3h2o2a2I4)2I3~1I2
dc ~ -YIs - (lIs)IY2(1tslh) - sIh(3h2a2a2I4)2I3
-s.a2(bltb2))lI2
met y de oplossing van











c0 ~ 282((3h2a2a2I4)2l3 t h.a2(bltb2))3~2 - 3a2s2h2a1
cl ~ 3s(sfh)[(3h2a2a2~4)2~3 t (bltb2)h.a2]
- 2h2
c3 - 1 t s~ h
c4 ' (s~h)(3h2a2a2~4)2~3 t s.a2(bltb2)
c5 ~ s2 f 3ah t 2h2
We kunnen het verkregen resultaat als volgt samenvat[en: is de verwachte
kassaldoverandering gelijk aan nul en voldoen de parame[ers van het kas-
beheersprobleem aan (7.21), dan zijn de optimale beleidsparameters te
bepalen door middel van (F.4) t~m (F.7) en de daarbij behorende verwach-
te kosten per tijdseenheid uit (F.8).
Omdat we nu beschikken over de waarden van de optimale beleidsparame-
ters, indien de beide terugkeerpunten aan dezelfde kan[ van het nul-sal-
do liggen, is het nu ook mogelijk resultaten te formuleren voor het ge-
val waarbij de variabele transactiekosten gelijk aan nul zijn en dus de
beide terugkeerpunten samenvallen: zijn er geen variabele transactiekos-
ten en is bovendien voldaan aan s2a1 ~ h2a2 en s~ 3h, dan geldt:
Dc ' Uc ' Y~h - (l~h)(3h2a2a2~4)1~3
en worden uc, dc en Y gegeven door (F.4), (F.7) en (F.8).
F.2 De optimale beleidsparameters indien d ~ D c U c 0 ~ uc c c c
Indien de op[imale beleidsparameters aan de voorwaarde dc C Dc c Uc C
0~ uc voldoen, kunnen ze op eenzelfde wijze bepaald worden als in para-
graaf 7.4 en onderdeel F.1 voor: d ~ 0 G D c U ~ u beschreven is.c c c cDe verwachte kosten per periode bij een optimaal beleid en de daarbij
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behorende W'(0), volgen uit de bepaling van de minimale y die aan de
volgende voorwaarden voldoet:
W'(0) - b2 ~ 0
y2 ~ s.a2(b1fW'(0)) t (3s2a2al14)2l3
3




Op een zelfde wijze als in bijlage G voor dc ~ 0 t Dc t Uc ~ uc beschre-
ven is, kan bewezen worden, dat indien de probleemparameters voldoen
aan:




uc - YIh f(lIh)[(1thls)Y2-hIs(3s2a2alI4)2I3 - h a2(blfb2)11I2 (F.9)
Uc - -YIs f (lIs)[s a2(blfb2) t ( 3s2a2alI4)2I3~1I2 (F.10)
Dc a -yIs f ( lls)(3s2o2ai14)lI3
dc s -YIs - (lIs)(3s2a2alI4)lI3
met y de oplossing van:






PO ' 2h2[Q2s(bltb2) t (3s2a2a1~4)2I3~3I2 - 3a2h2s2a2
pl c 3h(hts)[(bltb2)a2s t (3s2a2a1~4)2I3~
P2 ' 282
p3 - (lth~s)
P4 ' h Q2(bltb2) t (h~s)(3s2a2al~q)2~3
p5 - h2 t 3hs t 2s2
We kunnen dit resultaat als volg[ samenvetten: Ls de verwachlE, k:~ti~;:~l~l~,-
verandering gelíjk aan nul en voldoen de prubl~empar~muccrs a~n (7.'L3)
dan zijn de optimale beleideparameters te bepalen door middel van (F.9)
t~m (F.12) en de daarbij behorende verwachte kosten per tijdseenheid uit
(F.13).
Zijn er geen variabele transactiekosten en is bovendíen voldaan aan
h2a2 ~ s2a1 en h~ 3s dan geldt
n~ - U~ : -Y~s t (lIs)(3s2a2alI4)lI3
en worden uc, dc en Y gegeven door (F.9), (F.12) en (F.13).
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Bijlabe G Bepalin~ van de miuimaal verwachte kosten per [ijdseenheid
Voor het bepalen van de minimaal verwacht kosten per tijdseenheid, zodat
aan de voorwaarden (F.1), (F.2) en (7.17) wordt voldaan, definiëren we
eerst:
8(W'(0)~Y) :s y2 - h a2(b2-W'(0)) - (3h2a2a2I4) (G.1)
h(W'(0)~Y) :3 -(b1fW'(0))(YIhfYIs) f ?2 (Y3Is2-Y3Ih2)
3a




Aan de voorwaarden (F.1), (F.2) en (7.17) is voldaan indíen geldt:
8(W'(0)~Y) ~ 0
h(W'(0).Y) ~ 0




We zullen bewijzen, dat voor de functie y a kl(W'(0)), die de oplossing
is van g(W'(0),y) - 0, geldt dat y een dalende functie is van W'(0),
d.w.z..
d kl(W'(0))
d W'(0) ~ 0 (G.3)
Ook zullen we bewíjzen dat de oplossing van h(W'(0),y) ~ 0:
y~ k2(VX(0)) de volgende eígenschap heeft:
d k2(W'(0)) 2
d W'(0) ~ 0, indien s C 3h en ~2 ~ bl t W'(0) ~ 0 (G.4)h a -
Voor s~ 3h geldt dus dat de functie y~ k2(W'(0)) op het in (G.4) ge-
noemde interval, een stijgende functie is van W'(0).
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Omda[ de eigenschappen (G.3) en (G.4) ook gelden voor bl t W'(0) ~ 0,
zijn, zoals ook uit figuur G.1 blijkt, de minimale Y en de bijbehorende
W'(0) te bepalen uit:
8(W'(0)~Y) ~ 0
h(W'(0).Y) ~ 0
indien de probleemparameters voldoen aan:




Figuur G.1 Bepaling van minimale Y voor s ~ 3h en dc C 0 c llc c Uc C uc
Immers, omdat kl(W'(0)) een dalende functie is van W'(0) en omdat
k2(W'(0) een atijgende functie is van W'(0) op het interval
(-Y2~h a2-bl,-bl], ligt de minímale Y die aan de vootwaarden (7.17),
(F.1) en (F.2) voldoet op het snijpunt van (G.5) en (G.6), indien dit
snijpunt links van W'(0) a-bl ligt.
Aan laastgenoemde voorwaarde (5.11) wordt voldaan indien geldt:
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k2(-bl) ~ kl(-bl)
omdat uit y- k2(-bl) volgt:
Y2 - (3s2a2a1~4)2~3
en omdat uit y- kl(-bl) volgt:
Y2 - (3h2a2a2~4)2~3 ~ h o2(blfb2)
wordt aan (7.17) voldaan indien:
(3s2a2a1~4)2~3 ~ (3h2aZaZ~4)2~3 t h a2(bltb2)
hetgeen ook te schrijven is als in ( G.7). Omdat nu geldt:
V(U2) - V(U1) m a2 t b2(Uc2-Ucl)
V(D3) - V(D1) - al f bl(D~1-Dc3)
kunnen de optimale controlegrenzen bepaald worden uit: dc - Dc3 en uc -
Uc2.
Bewijs eigenschap (G.3)
Voor he[ bewijs van eigenschap (G.3) gaan we uit van g(W'(U),y) ~ 0.
Niervoor geldt:
a S(W'(~).Y) .d W'(0) t a g(W~(0).Y) .d Y a ~8 W'(U) 8Y
Voor elk punt (W'(0),y), waarvoor 8 g(W'(U),y)~8y ~ 0 is geldt dus:
8 g(W'(0),Y)
d y 8 W'(U) (G.8)d W'(0) - - a g(W'(0).Y)
óy
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Omdat y~ kl(W'(0)) de oplosaing is van g(W'(0)) a 0 volgt (G.3) uit
(G.1) en ( G.8), immers substitutie geeft:
d kl(W'(0)) h Q2
d W' 0 - 2y ~ 0
Bewijs eigenschap (G.4)
Voor het bewijs van eigenschap (G.4) gaan we uit van h(W'(U),y) - 0.
Hieruit volgt voor a h(W'(0),y)~ay t 0:
a h(W' 0)
-d~. . - a w' o
d W'(0) a h(W'(0).Y)
ay
Uit (G.2) volgt:
2 h(W'(0),Y) - i- i- IY2-s o2(b1fW'(0))]1~2 IY2fh a2(b1tW'(0))]1~2
a W'(0) L s s s } h
Omdat:
2
Y~ IY2 t h a2(b1fW'(0))]1~2, indien --~ ~ bl f W'(p) C 0
geldt:
a h(W'(0),Y) 2
a W' (0) ~
0, indien --~2~ bl ~- W' (0) C 0 (G. 10)
h a
Uit (G.2) volgt eveneens:
a h(Y,w'(o)) 1 1 2 2 1 1a Y a-(b1i.W'(0))(h f 8) t 2 (Z- 2)
a s h
t a2s2 IY2-s2o2(bli-W'(0))]lI2 } a~h2 IY2fh a2(bl~-W'(0))]1~2 (G.11)
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We zullen bewijzen dat:
3 h(á'Y'(0)) ~ 0, indíen s~ 3h, en -Y22 ~ bl -F W'(0) c 0 (G.12)
h a
Ocndat y- k2(W'(0)) de oplossing is van h(W'(0),y) e 0 volgt uit (G.9)
en (G.10) en (G.11) eigenschap (G.4).
Bewijs eigenschap (A.12)
Voor het bewijs van (G.12) stellen we:
s- 6 h, indien S~ 1 (G.13)
Immers, voor 0 ~ s c 1 is altíjd aan (G.12) voldaan, omdat voor bl t
W'(0) c 0 geen termen rechts van het gelijkteken in (G.11) een negatieve
waarde hebben.
Voorts stellen we




Uit (7.16), (7.17) en (F.1) volgt dan dat voor a2 ~ 0 moe[ gelden:
0 c a C 1
Uit (G.13) en (G.15) volgt nu:
a.s ~ 0






Omdat zoals bewezen zal worden geldt
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(1-a)1~2 ~ 1 - }a - }a2,indien 0 ~ a ~ 1
geldt:
a.6(1tB) t 2(1-S)2 t 2(lfa9)1,2 f 262(1-a)1~2 ~
a.~(1f6) t s(1-82) t 2(lfas) f 282(1- }a- }a2) ~
-B2a2 t a9 t 2(lfa8)1~2 f 2
Omdat
-92a2 f a6 t 2(lfa6)lI2 } 2~-62a2 f a6 t 4
en omdat
-82a2 t aB t 4~ 0, indiene 0~ as ~ 2,5615
geldt:
e h(W'(0),Y) ~ 0, indien 0~ a6 C 2,5615aY
voor a6 ~ 2,5615 geldt (1~-as)1,2 ~ 1,8871
en is:
-S2a2 f a6 f 2(lfa6)1~2 f 2~-62a2 f as t 5,7742
-62a2 f aB t 5,7642 ~ 0 indien 0~ aB ~ 2.9544
dus
-B2a2 t a6 f 2(1~-a6)1~2 ~ 0, indien 0 ~ a6 ~ 2.9544
(G.17)
Op dezelfde wijze als hiervoor gebruikt, kan bewezen worden dat geldt:
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-62a2 t a8 t 2(1-i-aB)1'2 f s~ 0 , indien 0 ~ aB ~ 2.999.
Hieruit volgt:
(Y. ' (h a Y ~)) ~ 0 , indien 0 C a6 ~ 2.999.
Gebruikmakend van (G.13) en (G.15) volgt hieruit (G.12).
Bewijs eiRenschap (G.17)
Voor 0 t a ~ 1 geldt:
1 - a ~ 1 - a - }a2(1-a) - }a2(1-a2)
Dit is te schrijven als:
1 - a ~ (1- }a- }a2)2
(G.18)
Híeruit volgt, daar 1- Z a- 2 a2 ~ 0, (G.17) onmiddellijk.
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Bijlage H Eigenschappen van het deterministische probleem
In hoofdstuk 8 ís voor de conetructie van de benaderingsformules onder
andere gebruik gemaakt van de volgende eígenschappen van het determinis-
tische liquiditeitsprobleem met een continue kassaldoverandering van u
eenheden per tijdseenheid:
1. De verandering van de optimale beginvoorraad bíj een verandering van
de lengte van de beslissingsperiode met een tijdseenheid bedraagt ín-
dien u) 0: v.s~(hfs). De verandering in de voorraadkos[en per tijdseen-
heid bedraagt dan: 0,5 x u.h.s~(hfa).
2. Zijn er alleen proportionele kosten aan een transactie verbonden dan
bedraagt de afstand tussen het onderste terugkeerpunt D' en het bovenste
terugkeerpunt U', índien u~ 0 en D' ~ 0: (bl~-b2).u~h.
H.1 Bepaling optímale beRinvoorraad
Voor een verwachte kassaldoverandering groter dan nul is op ecn zelFde
wijze als in paragraaf 5.2, door gebruik te maken van ftguur 5.1, af te
leiden dat de voorraadkosten gedurende een beslissin~speriode va~i m
tijdsperioden, indien de beginvoorraad aan het begin van iedere beslis-
singsperiode Bm bedraagt, gelijk aan:
e e (m.u-em) (m.u-em)
m u .h t 22 ' . u .s
Door differentiatie van de voorraadkosten naar de beginvoorraad en het
resultaat gelijk te atellen aan nul vindt men voor de optimale begin-
voorraad:
9m - m.u.s~(sfh) (H.2)
Hieruit volgt dan de reeds genoemde verandering van de optímale norm-
voorraad als de lengte van de beslissingsperiode met een periode ver-
meerderd wordt.
Substitutie van (H.2) in (H.1) geeft na deling door m de gemiddelde
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voorraadkosten per tijdsperiode: 0,5 X U.h.s.m~(hfs). Híeruit volgt dat
de marginale verandering per de gemiddelde kosten per tijdsperiode ge-
lijk is aan 0,5 X u.h.s~(hts).
H.2 Bepaling afstand tussen de terugkeerpunten
Voor de bepaling van de afstand tussen de terugkeerpunten gaan we er
vanuit dat geldt:
a) de vraag naar kasgeld bedraagt u eenheden per tijdseenheid (u ~ 0);
b) is het kassaldo op het beslissingsmoment x en is dit hoger dan een
bepaalde waarde D' ~ 0, dan ís het mogelijk een bedrag: v a x- U', met
U' ~ D', tijdelíjk te beleggen tot het moment waarop het kassaldo het
niveau D' bereikt. Hierna wordt het belegde bedrag met een continue
snelheíd U weer in kasgeld omgezet.
Voor het bepalen van de optimale transactie-omvang moet de netto op-
brengst van de x- D' geldeenheden gemaximaliseerd worden. Deze netto
opbrengst i s gelijk aan:
R(v) - r.v.(U'-D') ~ r2u2 } c.(UZUD')2 - (blfb2).v (H.3)
Hierín is de eerste term recht van het gelijkteken gelijk aan het pro-
dukt van de opbrengst van de belegde geldeenheden per tijdseenheid (r),
het belegde bedrag (v) en de tijd gedurende welke dit bedrag volledíg
belegd is (U'-D')~u. De tweede term is de opbrengst die verkregen wordt
over het belegde bedrag nadat het kassaldo niveau D' bereikt heeft. De
derde term geeft de opbrengst over een saldo U'-D' weer vanaf het be-
slissingsmoment tot het moment waarop het kassaldo niveau D' bereikt en
de vierde term de kosten verbonden met de transacties. Na substitutie
van U' - x-v in (H.3), differentiatie van het resultaat na de transac-
tie-omvang en dít gelijk gesteld aan nul vindt men gebruikmakend van
h - r-c:
U' - D' - (bltb2).u~h
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Bijlage I Waarden van de optimale beleidsparameters
LP-methode DP-methode
a1-a2 d D U u d D U u
bl s b2 z 0 bl 3 b2 - 0
0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,00 1,00 1,00 1,00
O,luh 0,8 1,0 1,0 1,2 0,65 1,01 l,~)1 1,38
ph 0,0 1,4 1,4 2,8 -0,07 1,45 1,45 2,86
l0uh -2,0 3,6 -2,21 3,57 3,57 8,04
bl ~ b2 ' h bl - b2 - h
0 1,0 1,0 1,00 1,00 2,78 2,78
O,luh 0,8 1,0 0,65 1,01 2,87 3,32
uh 0,0 1,4 -0,07 1,45 3,45 4,86
l0uh -2,0 3,6 -2,19 3,56 5,56 10,04
bl ~ b2 ~ 5h bl - b2 ~ 5h
0 1,0 1,0 1,00 1,00 10,78 10,78
O,luh 0,8 1,0 0,73 1,00 10,86 11,34
uh 0,0 1,4 -0,07 1,45 11,45 12,88 I
l0uh -2,0 3,6 -2,18 3,55 13,57 18,04 I
bl ~ b2 - lOh bl - b2 - lOh
0 1,0 1,0 1,01 1,01 20,84 20,84
O,luh 0,8 1,0 0,82 1,00 20,85 21,42
uh 0,0 1,4 -0,07 1,45 21,45 22,89
l0uh -2,0 3,6 -2,00 3,39 23,54 28,07
Tabel I.1 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden p voor
u~ 0, s a h en a~ 0, 5u
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LP-methode DP-Methode
a1-a2 d D U u d D U u
b1- b2-0 bl~ b2~ 0
0 1,4 1,4 1,4 1,4 1,34 1,34 1,34 1,34
O,luh 1,2 1,4 1,4 1,6 1,07 1,34 1,34 1,65
uh 0,8 1,6 0,60 1,70 1,70 3,22
lOVh -0,2 4,4 -0,31 4,30 4,30 8,81
bl - b2 - h bl - b2 ~ h
0 1,4 1,4 3,0 3,0 1,33 1,33 3,02 3,02
O,luh 1,2 1,4 1,07 1,34 3,11 3,56
uh 0,8 1,6 0,60 1,69 3,80 5,22
l0uh -0,2 4,4 -0,31 4,30 6,28 10,81
bl - b2 - 5h bl ~ b2 - 5h
0 1,4 1,4 1,33 1,33 11,01 11,01
O,luh 1,2 1,4 1,08 1,34 11,11 11,56
uh 0,8 1,6 0,61 1,67 11,80 13,23
l0uh -0,2 4,4 -0,29 4,27 14,32 18,81
bl - b2 - 10 bl ~ b2 - lOh
0 1,4 1,4 1,34 1,34 21,04 21,04
O,luh 1,2 1,4 1,17 1,34 21,10 21,66
uh 0,8 1,6 0,71 1,49 21,80 23,31
l0uh -0,2 4,4 -0,27 4,19 24,32 28,83
Tabel I.2 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden u voor
u~ 0, s- 3h en a- 0, Su
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LP-methode DP-methode
alza2 d D U u d D U u
bl ' b2 ' 0 bl - b2 - 0
0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,00 1,00 1,00 1,00
O,luh 0,6 1,0 1,0 1,4 0,51 l,02 1,02 1,52
uh -0,2 1,4 1,4 2,8 -0,33 1,34 1,34 2,93
l0uh -2,4 3,4 3,4 7,8 -2,43 3,31 3,31 7,90
bl s b2 s h bl - b2 - h
0 0,8 0,8 3,0 3,0 0,90 0,90 2,96 2,96
O,luh 0,6 1,0 3,0 3,4 0,46 0,94 3,01 3,51
uh -0,2 1,4 3,4 4,8 -0,34 1,36 3,38 4,93
l0uh -2,4 3,4 5,4 9,8 -2,43 3,30 5,30 9,90
bl ~ b2 - Sh bi ~ b2 - 5h
0 0,8 0,8 0,89 0,89 10,95 10,95
O,luh 0,6 1,0 0,46 0,93 11,00 11,49
uh -0,2 1,4 -0,37 1,39 11,38 12,90
l0uh -2,4 3,4 -2,60 3,43 13,35 17,85
bl a b2 ~ lOh bl s b2 - lOh
0 0,8 0,8 0,89 0,89 20,95 20,95
O,IVh 0,6 1,0 0,46 0,93 21,00 21,44
uh -0,2 1,4 -0,47 1,42 21,38 22,87
l0uh -2,4 3,4 -2,61 3,45 23,33 27,84
Tabel I.3 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden u voor
u~ 0, s a h en a~ u
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LP-methode DP-methode
a1-az d U U u d D U u
bl - b2 - 0 bl - b2 z 0
0 1,6 1,6 1,6 1,6 1,67 1,67 1,67 1,67
O,luh 1,4 1,6 1,6 2,0 1,30 1,68 1,68 2,10
uh 0,8 2,0 2,0 3,4 0,69 1,95 1,95 3,47
l0uh -0,4 4,2 4,2 8,8 -0,46 4,23 4,23 8,83
bl - b2 - h bl a b2 s h
0 1,6 1,6 3,4 3,4 1,59 1,59 3,44 3,44
O,luh 1,4 1,6 3,4 4,0 1,26 1,62 3,49 4,00
uh 0,8 2,0 4,0 5,6 0,68 1,93 3,94 5,48
l0uh -0,4 4,2 6,2 10,8 -0,46 4,23 6,23 10,83
bl - b2 - 5h bl z b2 S 5h
0 1,6 1,6 1,59 1,59 11,44 11,44
O,luh 1,4 1,6 1,26 1,62 11,49 11,98
uh 0,8 2,0 0,67 1,94 11,93 13,45
l0uh -0,4 4,2 -0,51 4,34 14,27 18,79
bl 3 b2 - lOh bl 3 b2 ~ lOh
0 1,6 1,6 1,59 1,59 21,43 21,43
O,luh 1,4 1,6 1,26 1,61 21,49 21,93
uh 0,8 2,0 0,65 1,96 21,93 23,42
l0uh -0,4 4,2 -0,52 4,36 24,25 28,78
Tabel I.4 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden u voor
u~ 0, s- 3hena-u
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LP-methode DP-methode
a1-a2 d D U u d D U u
bl' b2-0 b1- b2-0
0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,00 1,00 1,00 1,00
O,luh 0,5 1,0 1,0 1,5 0,14 1,01 1,01 1,87
uh -1,5 1,0 1,0 3,5 -1,55 1,15 1,15 3,79
l0uh -5,0 2,5 2,5 9,0 -5,14 2,30 2,30 9,12
bl a b2 ' h bl - b2 - h
0 -0,5 -0,5 4,0 4,0 -0,27 -0,27 4,15 4,15
O,luh -0,5 0,0 4,0 4,5 -0,96 -0,23 4,14 4,88
uh -2,0 0,0 4,0 6,0 -2,28 0,11 4,12 6,48
l0uh -5,0 2,0 4,5 11,0 -5,39 1,81 4,61 11,33
bl s b2 ~ 5h bl - b2 - 5h
0 -1,0 -1,0 12,5 12,5 -1,07 -1,07 12,71 12,71
O,luh -1,5 -1,0 12,5 13,0 -1,69 -1,02 12,69 13,43
uh -2,5 -0,5 12,5 14,5 -2,87 -0,62 12,59 14,94
l0uh -5,5 1,5 13,0 19,5 -5,69 1,32 12,84 19,57
bl - b2 - lOh bl - b2 - lOh
0 -1,0 -1,0 23,0 23,0 -1,17 -1,17 22,76 22,76
O,luh -1,5 -1,0 23,0 23,5 -1,81 -1,11 22,74 23,48
uh -2,5 -0,5 22,5 25,0 -2,99 -0,69 22,64 24,98
l0uh -5,5 1,5 23,0 29,5 -5,76 1,28 22,86 29,53




a1-a2 d ll U u d D U u
bl - b2 - 0 bl a b2 - 0
0 3,0 3,0 3,0 3,0 3,02 3,02 3,02 3,02
O,lvh 2,5 3,0 3,0 3,5 2,36 3,03 3,03 3,73
uh 1,5 3,0 3,0 5,0 1,09 3,11 3,11 5,44
l0uh -1,0 4,5 4,5 11,0 -1,41 4,35 4,35 11,08
bl - b2 - h bl z b2 3 h
0 2,0 2,0 5,5 5,5 2,14 2,14 5,70 5,7U
O,luh 2,0 2,0 5,5 6,0 1,62 2,16 5,70 6,43
uh 1,0 2,5 5,5 8,0 0,62 2,35 5,73 8,08
l0uh -1,5 4,0 6,5 13,0 -1,54 3,94 6,60 13,33
bl - b2 ~ 5h bl ~ b2 - 5h
0 1,5 1,5 14,5 14,5 1,57 1,57 14,41 14,41
O,luh 1,5 1,5 14,5 15,0 1,11 1,60 14,40 15,14
uh 0,5 2,0 14,5 16,5 0,25 1,84 14,33 16,68
l0uh -1,5 3,5 15,0 21,5 -1,70 3,55 14,88 21,61
bl - b2 - lOh bl ~ 62 - lOh
0 1,5 1,5 24,5 24,5 1,51 1,51 24,48 24,48
O,luh 1,5 1,5 24,5 25,0 1,04 1,54 24,46 25,20
Vh 0,5 2,0 24,5 26,5 0,19 1,78 24,38 26,72
l0uh -1,5 3,5 25,0 31,5 -1,74 3,52 24,92 31,60
Tabel I.6 Waarden van de optímale beleidsparameters in eenheden u voor
u~ 0, s a 3h en a- 3u
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s a h s- 3h
a1-a2 d D U u d D U u
bl a b2 s 0 bl - b2 - 0
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,67 0,67 0,67 0,67
O,lah -0,50 0,00 0,00 0,5U 0,30 0,67 0,67 1,U9
ah -1,42 0,00 0,00 1,42 -0,36 0,70 0,70 2,00
l0ah -3,44 0,00 0,00 3,44 - 1,63 U,92 0,92 4,27
bl m b2 - h bl - b2 - h
0 -0,70 -0,70 0,70 0,70 0,22 0,22 1,27 1,27
O,lah -1,09 - 0,68 0,68 1,09 -0,06 0,23 1,25 1,65
ah -1,83 -0,53 0,53 1,83 -0,58 0,33 1,18 2,44
l0ah -3,68 -0,29 0,29 3,68 -1,74 0,72 1,19 4,53
bl - b2 - 5h bl - b2 - Sh
0 -1,8'L -1,82 1,82 1,82 -0,39 -0,39 2,53 'L,S~
O,lah -2,17 - 1,78 1,78 2,17 -U,6"L -0,37 2,49 "L,89
ah -2,81 -1,56 1,56 2,81 - 1,04 -0,25 2,32 3,57
l0ah -4,42 - 1,08 1,08 4,42 -2,06 -0,23 2,05 5,39
bl 3 b2 - lOh bl ~ b2 - lOh
0 -2,70 -2,70 2,70 2,70 -0,78 -0,78 3,57 3,57
O,lah -3,05 -2,65 2,65 3,05 -1,00 -0,77 3,53 3,92
ah -3,66 -2,40 2,40 3,66 -1,40 -0,64 3,31 4,57
l0ah -5,15 - 1,81 1,81 5,15 -2,36 -0,15 2,90 6,23
Tabel I.7 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden a voor
V ~ 0
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al~a2 d D U u d D U u
bl - b2 - 0 bl 3 b2 z h
0 -0,66 -0,66 -0,66 -0,66 -1,27 -1,27 -0,66 -0,66
-O,luh -0,94 -0,67 -0,67 -0,36 -1,54 -1,29 -0,67 -0,36
-uh -1,67 -0,87 -U,87 0,37 -2,31 -1,50 -0,87 -0,38
-l0uh -4,27 -1,67 -1,67 2,94 -4,94 -2,36 -1,67 2,93
bl - b2 - 5h bl - b2 ~ lOh
0 -3,92 -3,92 -0,66 -0,66 -7,26 -7,26 -0,66 -0,66
-O,luh -4,22 -3,95 -0,67 -0,36 -7,55 -7,29 -0,67 -0,37
-uh -4,99 -4,16 -0,87 0,37 -8,32 -7,50 -0,87 0,37
-l0uh -7,60 -4,99 -1,66 2,88 -10,93 -8,35 -1,67 2,93
Tabel I.8 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden u voor
u ~ 0, s- 3h en a- 0, Su
a1-a2 d D U u d D U u
bl - b2 - 0 bl 3 b2 ~ h
0 -0,33 -0,33 -0,33 -0,33 -1,24 -1,24 -0,21 -0,21
-O,luh -0,72 -0,34 -0,34 -0,08 -1,56 -1,26 -0,24 0,16
-uh -1,58 -0,53 -0,53 0,91 -2,30 -1,38 -0,48 U,94
-l0uh -4,12 -1,40 -1,40 3,28
bl - b2 - 5h bl a b2 z lOh
0 -3,91 -3,91 -0,18 -0,18 -7,24 -7,24 -0,18 -0,18
-O,luh -4,21 -3,92 -0,21 0,19 -7,54 -7,25 -0,21 0,19
-uh -4,95 -4,03 -0,46 0,95 -8,28 -7,36 -0,46 0,95
-l0uh -7,44 -4,72 -1,40 3,30 -10,78 -8,05 -1,40 3,30
Tabel I.9 Waarden van de optimale beleidsparameters ín eenheden u voor
u~ 0, s-3hena--u
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alaa2 d D U u d D U u
bl z b2 s 0 bl - b2 S h
0 1,02 1,02 1,02 1,02 -0,82 -0,82 2,13 2,13
-O,luh 0,35 1,02 1,02 1,73 -1,32 -0,82 Z,11 2,77
-uh -1,02 0,95 0,95 3,27 -2,38 -0,81 1,91 4,10
-l0uh -4,38 0,44 0,44 7,18 -5,27 -0,83 0,95 7,57
bl ~ b2 ~ 5h bl s b2 - IOh
0 -4,33 -4,33 3,53 3,53 -7,82 -7,82 4,10 4,10
-O,luh -4,74 -4,32 3,50 4,12 -8,23 -7,81 4,06 4,68
-uh -5,63 -4,28 3,20 5,29 -9,10 -7,75 3,74 5,82
-l0uh -8,24 -4,07 1,86 8,35 -11,68 -7,51 2,28 8,73
Tabel I.10 Waarden van de optimale beleidsparameters in eenheden u voor
u~0, s33heno-3u
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Bijlage II Invloed stopcriterium op waarden beleidsparameters
e n d D U u
10-1u 17 1,0759u 1,3422u 11,0924u 11,5403u
lÓ 2u 19 1,0763u 1,3421u 11,1065u 11,5593u
10 3u 21 1,0766u 1,3421u 11,1074u 11,5605u
lÓ4u 22 1,0768u 1,3421u 11,1073u 11,5605u
Tabel II.1 Invloed stopcriterium voor s- 3h , al - a2 - O,luh ,
bl - b2 - 5h en a- 0,5u
E n d D U u
lÓ lp 7 -0,3401u 1,3600u 3,3213u 4,8399V
10-zu il -0,3388u 1,3642u 3,3815u 4,9275u
lÓ 3u 13 -0,3388u 1,3643u 3,3835u 4,9311u
10-4u 17 -0,3389u 1,3644u 3,3840u 4,9320~,
Tabel II.2 Invloed stopcriterium voor s~ h, al
en a - u.
e n d D U u
10-1u 5 -1,4136u 4,3176u 4,3176u 11,0335u
lÓ 2u 8 -1,4054u 4,3484u 4,3484u 11,0788u
lÓ3u 11 -1,4044u 4,3521u 4,3521u 11,0843u
10-4u 14 -1,4043u 4,3526u 4,3526u 11,Og5(iu
Tabel II.3 Invloed stopcriterium voor s- 3h , a - a z l0uti ,1 2
bl - b2 - 0 en a- 3u
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Bijlage III Invloed van discretiserinR op de verwachte kosten per perio-
de
s al'a2 bl-b2 zl C(zl) z2 C(z2) OC(z)
h 0 0 0,2u 0,396uh 0,005u 0,399uh 0,003uh
3h 0 0 0,2u 0,636uh O,OOSu 0,635uh -O,OOIuh
h l0uh lOh 0,2u 13,186uh O,100u 13,190uh 0,004u~~
3h l0uh lOh 0,2u 13,949uh O,100u 13,950uh O,OOIuh
Tabel III.1 Invloed van diacretisering voor a~ 0,5u
Tabel III.2 Invloed van discretisering voor a- u
Tabel III.3 Invloed van discretiseríng voor o 3 3u
s al-a2 bl~b2 zl C(zl) z2 C(z2) ~C(z)
h 0 0 0,2u 0,796uh O,OIV 0,798uh 0,002uh
3h 0 0 0,2u 1,271uh O,OIU 1,270uh -O,OOIUh
h uh 5h 0,2v 6,354uh O,lOU 6,352uh -0,002un
3h uh 5h 0,2u 6,906uh O,lOu 6,900uh -0,006uh
s al~a2 bl~b2 zl C(zl) z2 C(z2) ~C(z)
h 0 0 0,5u 2,388uh 0,03u 2,393uh 0,005uh
3h 0 0 0,5u 3,804uh 0,03u 3,811uh 0,007uh
h O,luh 0 0,5u 2,474uh 0,20u 2,459uh -0,015uh
3h O,luh 0 0,5u 3,892uh 0,20u 3,866uh -~~,0?Guh
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Bijlage IV Kans op een transactie en verwachte kosten per periode bij
een optimaal beleid
a1-a2 P[v~0] P[v~0] CV CT C
bl - b2 ~ 0
0 0,964 0,014 0,396 0,000 0,396
U,luh 0,920 0,004 0,398 0,092 0,490
uh 0,470 ~ 0,600 0,470 1,070
l0uh 0,158 ~ 1,604 1,582 3,186
bl - b2 - h
0 0,963 ~ 0,397 1,000 1,397
O,luh 0,919 ~ 0,399 1,092 1,491
uh 0,470 ~ 0,600 1,470 2,070
l0uh 0,158 ~ 1,604 2,582 4,186
bl - b2 ~ 5h
0 0,963 ~ 0,397 5,000 5,397
O,luh 0,919 ~ 0,399 5,092 5,491
uh 0,470 ~ 0,600 5,470 6,070
l0uh 0,158 ~ 1,604 6,582 8,186
bl - b2 - lOh
0 0,963 ~ 0,397 10,000 10,397
O,luh 0,919 ~ 0,399 1U,092 10,491
uh 0,470 ~ 0,600 10,470 11,010
l0uh 0,158 ~ 1,604 11,582 13,186
Tabel IV.1 Kans op een transactie (~ :~ 0,001) en verwachte kos[en per
periode i n eenheden uh bij een optimaal beleid voor u~ 0, s- h
en a - 0,5u
254
al~a2 P[v)0] P[v~0] CV CT C
bl m b2 ~ 0
0 0,964 0,014 0,636 0,000 0,636
O,luh 0,920 0,005 0,638 0,092 0,730
uh 0,673 ~ 0,754 0,673 1,427
l0uh 0,188 ~ 2,070 1,879 3,949
bl a b2 ~ h
0 0,963 ~ 0,638 1,000 1,638
O,luh 0,919 ~ 0,639 1,092 1,731
uh 0,673 ~ 0,754 1,673 2,427
l0uh 0,188 ~ 2,070 2,879 4,949
bl ~ b2 a 5h
0 0,963 ~ 0,638 5,000 5,638
O,luh 0,919 ~ O,b39 5,092 5,731
uh 0,673 ~ 0,754 5,673 6,427
l0uh 0,188 C 2,070 6,879 8,949
bl ~ b2 ~ lOh
0 0,963 ~ 0,638 10,000 10,638
O,luh 0,919 ~ 0,639 10,092 10,731
uh 0,673 ~ 0,754 10,673 11,427
l0uh 0,188 ~ 2,070 11,879 13,949
Tabel IV.2 Kans op een transactie (~ :~ 0,001) en verwachte kosten per
periode in eenheden uh bij een optimaal beleid voor u~ 0, s- 3h
en a 3 0,5u
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a1-a2 P[v~0] P[v~0] CV CT C
bl - b2 - 0
0 0,816 U,136 U,796 0,000 0,796
O,luh 0,696 0,066 0,803 0,076 0,897
uh 0,395 0,006 0,948 0,401 1,349
l0uh 0,148 ~ 1,824 1,476 3,300
bl - b2 - h
0 0,775 0,002 0,839 1,002 1,841
O,luh 0,662 0,001 0,842 1,068 1,901
uh 0,390 C 0,962 1,391 2,354
l0uh 0,148 ~ 1,824 2,476 4,300
bl L b2 - 5h
0 0,775 ~ 0,841 5,000 5,841
O,luh 0,662 ~ 0,844 5,066 5,910
uh 0,390 ~ 0,964 5,390 6,354
l0uh 0,148 ~ 1,824 6,476 8,300
bl - b2 - LOh
0 0,775 ( 0,841 10,000 10,841
O,luh 0,662 ~ 0,844 10,066 10,910
uh 0,390 ~ 0,964 10,390 11,354
l0uh 0,148 ~ 1,8'L4 11,476 13,300
Tabel IV.3 Kans op een transactie (~ :~ 0,001) en verwachte kosten per
periode in eenheden uh bij optimaal beleid voor u ~ 0, s ~ h en a- u
256
alaa2 P[v~0] P[v~0] CV ~T ~
bl ab2z0
0 0,816 0,136 1,271 0,000 1,271
O,luh 0,754 0,069 1,276 0,082 1,358
uh 0,468 0,007 1,424 0,475 1,899
l0uh 0,179 C 2,429 1,794 4,223
bl ~ b2 ~ h
0 0,776 0,005 1,316 1,005 '2,321
O,luh 0,719 0,001 1,320 1,075 2,395
uh 0,461 ~ 1,444 1,462 2,906
l0uh 0,179 ( 2,429 2,794 5,223
bl ~ b2 ~ 5h
0 0,774 ~ 1,322 5,000 6,322
O,luh 0,718 ~ 1,323 5,072 6,395
uh 0,461 ~ 1,444 5,462 6,906
l0uh 0,179 ~ 2,429 6,794 9,223
bl ~ b2 a lOh
0 0,774 ~ 1,322 10,000 11,321
O,luh 0,718 ~ 1,323 10,072 11,395
uh 0,461 C 1,444 10,462 11,906
l0uh 0,179 ~ 2,429 11,794 14,223
Tabel IV.4 Kana op een transactie (~ :~ 0,001) en verwachte kosten per
periode in eenheden uh bij een optímaal beleid voor u~ 0, s- 3h
enasu
zs7
a~-a2 P[v~0] 1'[vCOj CV CT C
bl a b2 - l1
U 0,599 0,338 2,388 0,000 2,388
O,luh 0,534 0,280 2,392 0,081 2,473
uh 0,308 0,112 2,559 0,421 2,980
l0uh 0,128 0,018 3,544 1,365 4,909
bl s b2 - h
0 0,439 0,104 2,753 1,406 4,159
O,luh 0,396 0,094 2,713 1,496 4,209
uh 0,270 0,046 2,874 1,662 4,536
l0uh 0,117 0,010 3,686 2,444 6,130
bl - b2 - 5h
0 0,373 0,012 3,523 5,230 8,753
O,luh 0,330 0,009 3,533 5,256 8,789
uh 0,235 0,005 3,600 5,441 9,041
l0uh U,109 0,001 4,184 6,210 10,394
bl ~ b2 - lOh
0 0,336 0,001 3,795 10,043 13,838
O,luh 0,324 0,001 3,798 10,074 13,872
uh 0,231 ~ 3,846 10,271 14,117
l0uh 0,108 ~ 4,332 11,105 15,437
Tabel IV.S Kans op een transactie (~ :~ 0,001) en verwachte kosten per
periode in eenheden uh blj een optimaal beletd voor u~ 0, s- h
en o - 3u
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al'a2 P[v)0] P[v~0] CV CT C
bl ~ b2 ~ 0
0 0,599 0,338 3,804 0,000 3,804
O,luh 0,534 0,280 3,811 0,081 3,892
uh 0,399 0,150 3,917 0,549 4,466
l0uh 0,152 0,022 5,113 1,743 6,856
bl ~ b2 ~ h
0 0,462 0,136 4,167 1,535 5,702
O,luh 0,460 0,109 4,181 1,578 5,759
uh 0,313 0,051 4,339 1,805 6,144
l0uh 0,141 0,012 5,399 2,721 8,120
bl - b2 3 Sh
0 0,374 0,013 5,192 5,258 10,450
O,luh 0,374 0,011 5,198 5,291 10,489
uh 0,263 0,006 5,268 5,501 10,769
l0uh 0,140 0,001 5,899 6,534 12,433
bl ~ b2 a lOh
0 0,366 0,001 5,498 10,054 15,552
O,luh 0,366 0,001 5,499 10,089 15,588
uh 0,257 0,001 5,548 10,315 15,863
l0uh 0,138 ~ 6,074 11,408 17,482
Tabel IV.6 Kans op een transactie (~ :( 0,001) en verwachte kosten per
periode in eenheden uh hij een optimaal beleid voor u~ 0, s- 3h
en a z 3u
259
a1-a2 P[v~0] P(v~0] CV CT C
bl ~ b2 ~ 0
0 0,460 0,460 0,796 0,000 0,796
O,lah 0,311 0,311 0,807 0,062 0,869
ah 0,109 0,109 0,970 0,218 1,188
l0ah 0,030 0,030 1,515 0,590 2,105
bl ~ b2 ~ h
0 0,231 0,231 0,960 0,361 1,321
O,lah 0,175 0,175 0,933 0,427 1,360
ah 0,082 0,082 1,093 0,476 1,569
l0ah 0,027 0,027 1,577 0,758 2,335
bl s b2 ~ Sh
0 0,133 0,133 1,349 1,047 2,396
O,lah 0,090 0,090 1,393 1,027 2,420
ah 0,051 0,051 1,483 1,060 2,543
l0ah 0,020 0,020 1,865 1,210 3,075
bi ~ b2 ~ lOh
0 0,094 0,094 1,802 1,475 3,277
O,lah 0,068 0,068 1,755 1,538 3,293
ah 0,039 0,039 1,841 1,543 3,384
l0ah 0,016 0,016 2,197 1,605 3,802
Tabel IV.7 Kans op een transactie en verwachte kosten per periode in
eenheden ah bíj een optimaal beleid voor u z 0 en s~ h
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a1-a2 P[v~0] P[v~0] CV CT C
bl ~ b2 - 0
0 0,460 0,460 1,277 0,000 1,277
O,lah 0,372 0,320 1,279 0,069 1,348
ah 0,132 0,132 1,474 0,264 1,738
l0ah 0,042 0,035 2,151 0,768 2,919
bl~ b2~h
0 0,293 0,293 1,387 0,461 1,848
O,lah 0,230 0,195 1,419 0,479 1,898
ah 0,109 0,098 1,595 0,574 2,169
l0ah 0,036 0,029 2,284 0,901 3,185
bl z b2 ~ 5h
0 0,153 0,153 1,911 1,198 3,109
O,lah 0,129 0,109 1,894 1,244 3,138
ah 0,076 0,060 2,041 1,261 3,302
l0ah 0,037 0,022 2,576 1,479 4,055
bl ~ b2 ~ lOh
0 0,114 0,114 2,355 1,793 4,148
O,lah 0,093 0,078 2,400 1,771 4,171
ah 0,057 0,045 2,481 1,841 4,295
l0ah 0,026 0,019 2,934 1,953 4,887
Tabel IV.8 Kans op een transactie en verwachte kosten per periode in
eenheden ah bij een optimaal beleid voor u~ 0 en s~ 3h
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Bijlage V Resultaten met de voorraadtheoretische benadering
s- h s a 3h
alxa2 dv Dv Ov dv Dv Ov
o - 0,5u a ~ O,Su
0 1,U0 1,00 0,397 1,34 1,34 0,638
O,luh 0,62 1,00 0,492 1,11 1,34 0,735
uh -0,41 1,00 1,167 0,58 1,34 1,452
l0uh -3,47 1,00 3,994 -0,45 4,02 3,968
o- u o 3 u
0 1,00 1,00 0,842 1,67 1,67 1,322
O,luh 0,91 1,00 0,919 1,67 1,67 1,399
uh -0,38 1,00 1,382 0,86 1,67 1,939
l0uh -3,47 1,00 3,903 -0,46 4,01 4,228
o L 3u a- 3u
0 1,00 1,00 4,245 3,02 3,02 5,878
O,luh 1,00 1,00 4,282 3,02 3,02 5,915
uh 0,59 1,00 4,556 2,92 3,02 6,244
l0uh -3,47 1,00 5,576 0,46 4,93 7,899
Tabel V.1 Beleidsparameters en eenheden u en verwachte kosten per perio-
de in eenheden uh bij toepassing van de voorraadtheoretische benadering
voor u~ 0 en bl ~ b2 a 0
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s ~ h s - 3h
a1-a2 a- 0,5u a a u a~ 3u a- 0, 5u a- V a- 3u
bl ' b2 - 0 bl - b2 - 0
0 0,3 5,8 77,8 0,3 4,0 54,5
O,luh 0,4 4,6 73,2 0,7 3,0 53,2
uh 9,1 2,4 52,9 1,7 2,1 40,4
l0uh 25,4 18,3 13,6 0,5 0,1 15,2
bls b2-h b1- b2-h
0 0,0 0,1 26,1 0,0 0,0 20,6
O,luh 0,1 0,5 25,5 0,2 0,2 20,5
uh 4,7 1,2 22,5 1,U 1,1 17,9
l0uh 19,3 14,0 7,3 0,4 0,3 9,6
bl ~ b2 a Sh bl - b2 - 5h
0 0,0 0,0 5,6 0,0 0,0 4,1
O,luh 0,0 0,2 5,6 0,1 0,0 4,1
Vh 1,6 0,4 5,7 0,4 0,5 4,4
l0uh 9,9 7,3 1,8 0,2 0,1 3,7
bl ~ b2 s lOh bl - b2 - lOh
0 0,0 0,0 2,9 0,0 0,0 2,1
O,luh 0,0 0,1 3,0 0,0 0,0 2,1
uh 0,9 0,2 3,1 0,2 0,3 2,4
l0uh 5,1 4,5 0,9 0,1 0,0 2,4
Tabel V.2 Procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de voorraadtheoretische benaderinK
voor u ~ 0
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Bijlage VI Resultaten met de lineaire beslissingsregel
s 3 h s a 3h
bl~b2 K 9 CL K 9 CL
u z 0, a- 1 u ~ 0, a- 1
0 -1,00 0,00 0,798 -1,00 0,67 1,271
h -0,50 0,00 1,381 -0,61 0,73 1,908
5h -0,17 0,00 2,647 -0,24 1,04 3,427
lOh -0,09 0,00 3,655 -0,14 1,33 4,676
u L 1, a- 0,5u u 3 1, a z O,Su
0 -1,00 1,00 0,399 -1,00 1,34 0,635
h -0,92 1,09 1,406 -0,94 1,40 1,643
5h -0,80 1,25 5,417 -0,84 1,54 5,657
lOh -0,75 1,34 10,424 -0,78 1,62 10,669
u s 1, a~ u u a 1, a~ u
0 -1,00 1,00 0,798 -1,00 1,67 1,271
li -0,71 1,40 1,896 -0,78 1,98 2,383
5h -0,49 2,06 6,020 -0,55 2,59 6,559
lOh -0,41 2,44 11,084 -0,47 2,93 11,652
u a 1, a z 3u u ~ 1, a~ 3u
0 -1,00 1,00 2,393 -1,00 3,02 3,813
h -0,54 1,86 4,364 -0,64 3,72 5,918
5h -0,23 4,29 9,786 -0,30 6,13 11,871
lOh -0,16 6,25 15,558 -0,21 8,22 18,015
Tabel VI.1 Beleídsparameters en verwachte kosten per periode uitgedruk[
in de relevante eenheden bij toepassing van de lineaire beslissingsregel
voor al 3 a2 ~ 0
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s - h s ~ 3h
a~-a2 m 6m CL(m) m On~ (.~
(m)
u e 0, o a 1 u- 0, a- 1
0 1 O,OU 0,798 1 0,67 1,271
O,lah 1 0,00 0,898 1 0,67 1,371
ah 3 0,00 1,436 2 0,81 2,045
lOvh 12 0,00 2,778 8 1,29 3,898
u~ 1, a L 0,5v v- 1, a- 0,5v
0 1 1,00 0,399 1 1,34 0,636
O,luh 1 1,00 0,499 1 1,34 0,736
uh 2 1,41 1,138 2 2,03 1,572
l0uh 6 3,38 3,301 5 4,22 4,236
u a 1, a~ u u~ 1, a- u
U 1 1,00 0,798 1 1,67 1,271
O,luh 1 1,00 0,898 1 1,67 1,371
uh 2 1,41 1,545 2 2,37 2,245
l0uh 6 3,17 3,713 5 4,45 5,054
v~ 1, as 3u u- 1, a- 3v
0 1 1,00 2,393 1 3,02 3,813
O,luh 1 1,00 2,493 1 3,02 3,913
uh 1 1,00 3,393 1 3,02 4,813
l0uh 5 2,61 6,182 4 5,47 8,851
Tabel VI.2 Beleidsparameters en gemiddelde verwachte kosten per periode
uitgedrukt ín de relevante eenheden bij toepassing van de lineaire be-
slissingsregel met variabele beslissingsperiode voor bl ~ b2 ~ 0
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s ~ h s ~ 3h
a1-a2 a- 0,5u a- u a~ 3u a~ 0,5u a- u a~ 3u
bl a b2 a 0 bl ~ b2 - 0
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
O,luh 1,8 2,2 0,8 0,7 1,0 0,5
uh 6,4 14,5 13,9 10,2 18,2 7,8
l0uh 3,6 12,5 26,0 7,3 19,4 29,1
bl s b2 ~ h bl s b2 - h
0 0,6 3,0 4,9 0,3 2,7 3,8
O,luh 1,0 4,5 7,3 0,7 3,7 4,5
uh 3,6 10,3 18,3 6,2 13,4 12,6
l0uh 2,7 9,7 23,0 5,8 16,0 26,9
bl ~ b2 s 5h bl s b2 a 5h
0 0,4 3,1 11,8 0,3 3,8 13,6
O,luh 0,5 3,6 12,9 0,5 4,1 14,1
uh 1,6 7,0 19,3 2,7 8,5 19,5
l0uh 1,4 5,1 24,7 3,2 9,2 29,6
bl ~ b2 a lOh bl s b2 ~ lOh
0 0,3 2,2 12,4 0,3 2,9 15,8
O,luh 0,3 2,5 12,9 0,4 3,1 16,2
uh 1,3 5,1 17,3 1,8 7,1 19,9
l0uh 0,9 3,3 27,8 2,1 6,1 33,7
Tabel VI.3 Procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de "optimale" lineaire beslissingsregel
voor u ~ 0
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Bijlage VII Resultaten me[ de beleidsparameters uit het model met conti-
nue controle
s - h s - 3h
a1-a2 d D U u d D U u
bl ~ b2 ~ 0 bl - b2 - 0
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
O,lah -0,84 0,00 0,00 0,84 -0,48 0,15 0,15 0,99
ah -1,82 0,00 0,00 1,82 -1,03 0,32 0,32 2,13
l0ah -3,91 0,00 0,00 3,91 -2,23 0,68 0,68 4,59
bl ~ b2 ~ h bl - b2 - h
0 -1,00 -1,00 1,00 1,00 -0,41 0,41 1,22 1,22
O,lah -1,51 -0,66 0,66 1,51 -0,72 -0,14 0,87 1,72
ah -2,26 -0,44 0,44 2,26 -1,21 0,05 0,83 2,64
l0uh -4,16 -0,24 0,24 4,16 -2,32 0,5U 0,96 4,87
bl a b2 z 5h bl - b2 - 5h
0 -2,24 -2,24 2,24 2,24 -0,91 -0,91 2,74 2,74
O,lah -2,70 -1,85 1,85 2,70 -1,22 -0,63 2,35 3,19
ah -3,32 -1,51 1,51 3,32 -1,59 -0,33 1,97 3,79
l0uh -4,93 -1,01 1,01 4,93 -2,63 0,09 1,85 5,77
bl - b2 - lOh bl - b2 - lOh
0 -3,16 -3,16 3,16 3,16 -1,29 -1,29 3,87 3,87
O,lah -3,61 -2,77 2,77 3,61 -1,59 -1,01 3,47 4,32
ah -4,20 -2,38 2,38 4,20 -1,95 -U,70 3,07 4,89
l0oh -5,68 -1,76 1,76 5,68 -'L,SU -U,09 '1,38 6,3U
Tabel VII.1 Optimale beleidsparameters bij continue controle in eenhe-
den a voor u~ 0
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s - h s ~ 3h
a1-a2 4d ~U ~U Du Ad ~D ~U ~u
bl - b2 - 0 bl ~ b2 - 0
0 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,67 -0,67 -0,67 -0,67
O,lah -0,34 O,UO 0,00 0,34 -0,78 -0,52 -0,52 -0,10
ah -0,40 0,00 0,00 0,40 -0,67 -0,38 -0,38 0,13
l0ah -0,47 0,00 0,00 0,47 -0,60 -0,24 -0,24 0,32
bl - b2 - h bl - 62 ~ h
0 -0,30 -0,30 0,30 0,30 -0,63 -0,63 -0,05 -0,05
O,lah -0,42 0,02 -0,02 0,42 -0,66 -0,37 -0,38 0,07
ah -0,43 0,09 -0,09 0,43 -0,63 -0,28 -0,35 0,20
l0ah -0,48 0,05 -0,05 0,48 -0,58 -0,22 -0,23 0,34
bl - b2 - Sh bl a b2 ~ Sh
0 -0,42 -0,42 0,42 0,42 -0,52 -0,52 0,21 0,21
O,lah -0,53 -0,07 0,07 0,53 -0,60 -0,27 -0,14 0,30
ah -0,51 0,05 -0,05 0,51 -0,55 -0,08 -0,35 0,22
l0ah -0,51 0,07 -0,07 0,51 -0,57 0,32 -0,20 0,38
bl - b2 - lOh bl ~ b2 ~ lOh
0 -0,46 -0,46 0,46 0,46 -0,51 -0,51 0,30 0,30
O,lah -0,56 -0,12 0,12 0,56 -0,59 -0,24 -0,06 0,40
oh -0,54 0,02 -0,02 0,54 -0,55 -0,06 -0,24 0,32
IOah -0,53 0,05 -0,05 0,53 -0,44 0,06 -0,52 0,07
Tabel VII.2 Verschillen tussen de optímale beleidsparameters bij conti-
nue en periodieke controle in eenheden a voor u- 0
4:- optimale waarde bíj continue controle - optimale waarde bij perio-
dieke controle
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s ~ h s - 3h
a1-a2 b-0 b-h b-5h b-10h b-0 b-h b-5h b-10h I
i
0 0,796 1,321 2,396 3,277 1,277 1,848 3,109 4,148
O,lah 0,869 1,360 2,420 3,293 1,348 1,898 3,138 4,171
ah 1,188 1,569 2,543 3,384 1,738 2,169 3,302 4,295
10 ah 2,105 2,335 3,075 3,802 2,919 3,185 4,055 4,887
Tabel VII.3 Verwachte kosten per periode in eenheden ah bij toepassing
van de optimale beleidsparameters uit het model met continue controle














8' h s; h s- ~i-
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
h -0,09 2,09 -0,34 2,34 -2,11 4,11
5h -0,09 10,09 -0,35 10,35 -2,99 12,99
lOh -0,09 20,09 -0,35 20,35 -3,11 23,11
s- 3h s~ 3h s- 3h I
1
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 ~
h -0,04 2,11 -0,14 2,43 -0,87 4,62
5h -O,U4 10,11 -O,14 10,43 -1,'24 13,7'L
lOh -0,04 20,11 -U,14 20,43 -1,29 23,87
Tabel VII.4 Optimale beleidsparameters bij continue controle in eenhe-















s z h s a h s ~ h
0 -1,OU -1,00 -1,00 -1,00 -1,00 -1,OU
h -1,09 -0,69 -1,33 -0,62 -1,84 -0,04
5h -1,09 -0,69 -1,24 -0,60 -1,92 t0,28
lOh -1,10 -0,73 -1,24 -0,60 -1,96 f0,35
s - 3h s a 3h s - 3h
0 -1,34 -1,34 -1,67 -1,67 -3,02 -3,02
h -1,37 -0,91 -1,93 -1,01 -3,01 -1,59
5h -1,37 -0,90 -1,94 -1,09 -2,81 -1,42
lOh -1,38 -0,93 -1,94 -1,08 -2,80 -0,61
Tabel VII.S Verschillen tussen de optimale beleidsparameters continue en
periodieke controle i n eenheden u voor u~ 0
s s h s- 3h
b1-b2 a z 0,5u a~ u a- 3u a- 0,5u a~ u a- 3u
0 0,396 0,796 2,388 0,635 1,271 3,804
h 1,397 1,841 4,159
'
1,638 2,321 5,702
5h 5,397 5,841 8,753 S,638 6,321 10,450
,. ~ !'~~,"z97 10,841 13,83~ 10,638 11,321 15,552
Tabel VII.6 Verwachte kosten per periode in eenheden uh bij toepassing
van de optimale beleidsparameters uit het model met continue controle
voor al - a2 - 0 en u~ 0
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1 l,oo l,oo i,oo
2 1,41 0,41 1,41 0,41 1,41 0,41
3 1,89 0,47 1,83 0,42 1,82 0,40
4 2,39 0,50 2,27 0,43 2,21 0,40
5 2,88 0,49 2,72 0,45 2,61 0,39
6 3,38 0,50 3,18 0,47 3,00 0,39
7 3,88 0,50 3,66 0,47 3,40 0,40
8 4,38 0,50 4,13 0,48 3,80 0,40
9 4,88 0,50 4,61 0,48 4,20 0,40
10 5,38 0,50 5,10 0,48 4,60 0,40
s - 3h
1 1,34 1,68 3,0"L
2 2,03 0,70 2,33 0,65 3,86 0,84
3 2,76 0,73 3,03 0,70 4,67 0,80
4 3,49 0,73 3,74 0,71 5,45 0,78
5 4,22 0,73 4,45 0,71 6,23 0,78 ~
6 4,96 0,74 5,17 0,72 7,00 i0,77 ~I
7 5,69 0,74 5,89 0,72 7,77 0,77
8 6,43 0,74 6,61 0,72 8,53 0,76
9 7,18 U,74 7,33 0,72 9,29 0,76
10 7,92 0,74 8,06 0,72 l0,04 0,75
Tabel VIII.1 Optimale normvoorraad in eenheden u bij een beslissingspe-
riode van m tijdsperioden en N~ 0
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a - 0,5u




































































Tabel VIII.2 Gemíddelde verwachte voorraadkosten per tijdsperiode in
eenheden uh bij een beslissingsperiode van m tijdseenheden en de norm-
voorraad gegeven door formule (8.3)
~) ~ :- CV(9m~b) - CV(em-1 b)~
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Bijlage IX Verschillen tussen de optimale beleidsparameters
s-h s- 3h
a1-a2 a 3 0,5u o- V a- 3u a- 0,5u a- u a- 3v
bl ' b2 - h bl - b2 - h
0 1,78 2,06 4,42 1,69 1,85 3,56 1
O,luh 1,06 2,07 4,37 1,77 1,87 3,54
tih 2,00 2,02 4,01 2, I I Z,~II 3,3R
lUUh 2,U0 'L,UU 2,8U 1,98 Z,UU 2,66 f
bl - b2 - Sh bl - b2 - 5h
0 9,78 10,07 13,78 9,68 9,85
I
12,84
O,luh 9,86 10,07 13,71 9,76 9,87 12,80
Iuh 10,00 9,99 13,21 10,13 9,99 12,49
l0uh 10,02 9,92 11,52 10,05 9,93 11,33
bl - b2 - lOh bl - b2 - lOh
0 19,83 20,07 23,93 19,70 19,84
I
22,97
O,luh 19,84 20,U7 23,85 19,76 19,88 22,9"L
uh 20,00 19,96 23,33 20,31 19,97 22,60
l0uh 20,15 19,88 21,85 20,13 19,89 21,40
Tabel IX.1 Verschil tussen de terugkeerpunten (U-D) in eenheden u voor
u~o
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s - h s - 3h
a1-a2 a- 0,5u a- u a- 3u a- 0,5u a- u a- 3u
bl - b2 - 0 bl - b2 - 0
O,luh 0,37 0,50 0,86 0,31 U,42 0,70
uh 1,41 1,59 2,64 1,52 1,52 2,33
l0uh 4,47 4,59 6,82 4,51 4,60 6,73
bl - b2 - h bl - b2 - h
O,1Vh 0,45 0,50 0,74 0,45 0,51 0,73
uh 1,41 1,55 2,36 1,42 1,52 2,35
l0uh 4,48 4,60 6,72 4,53 4,60 6,73
bl - b2 - 5h bl - b2 - 5h
O,luh 0,48 0,49 0,74 0,48 0,49 0,74
~~h ~ 1,43 L,5'L '1,35 1,43 1,52 2,35
l0uh 4,47 4,50 6,73 4,49 4,52 6,73
bl - b2 - lOh bl - b2 - lOh
O,luh 0,57 0,44 0,74 0,56 0,44 0,74
uh 1,44 1,49 2,34 1,47 1,49 2,34
l0uh 4,53 4,51 6,67 4,51 4,53 6,68
Tabel IX.2 Minimale transactie-omvang bij een kassaldovermindering (u-U)
in eenheden u voor u~ 0
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s - h s - 3h
a13a2 a- 0,5u a- u a- 3u a- 0,5u o- u a- 3u
bl - b2 - 0 bi ~ b2 - 0
O,luh 0,36 0,51 0,87 0,27 0,38 0,67
uh 1,52 1,67 2,70 1,10 1,26 2,02
l0uh 5,78 5,74 7,44 4,61 4,69 5,76
bl' b2-h b1- b2- h
O,luh 0,36 0,48 0,73 0,27 0,36 0,54
uh 1,52 1,70 2,39 1,09 1,25 1,73
l0uh 5,75 5,73 7,20 4,61 4,69 5,48
bl - b2 - 5h bl - b2 - 5h
O,luh 0,27 0,47 0,67 0,23 0,36 0,49
uh 1,52 1,76 2,25 1,06 1,27 1,59
l0uh 5,73 6,03 7,01 4,56 4,85 5,25
bl - b2 ~ lOh bl - b2 - lOh
O,luh 0,18 0,47 0,70 0,17 0,35 0,50
uh 1,52 1,89 2,30 0,78 1,31 1,59
l0uh 5,39 6,06 7,04 4,46 4,88 5,26
Tabel IX.3 Minimale transactíe-omvang bíj een kassaldovermeerdering
(D-d) in eenheden u voor u~ 0
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Bijlage X Resultaten met de geconstrueerde benaderingeformules
s s h s z 3h
a1-a2 a- 0,5V a z u a- 3u a- O,Su a- u a~ 3u
bl - b2 3 0 bl - b2 a 0
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
O,luh 0,4 0,0 0,0 0,7 0,4 0,0
uh 0,0 0,0 0,0 3,4 2,3 1,1
l0uh 3,5 1,5 2,6 0,0 0,6 2,6
bl - b2 ~ h bl a b2 - h
0 0,0 0,1 4,8 0,0 0,0 2,5
O,luh 0,1 0,0 5,0 0,2 0,1 2,2
uh 0,0 0,0 1,8 2,0 1,4 0,8
l0uh 2,7 1,1 2,9 0,0 0,5 2,7
bl - b2 - 5h bl ~ b2 - 5h
0 0,0 0,0 4,9 0,0 0,0 3,2
O,luh 0,0 0,0 4,8 0,1 0,0 2,9
uh 0,0 0,0 2,2 0,8 0,6 1,2
l0uh 1,4 0,6 2,6 0,0 0,3 2,4
bl - b2 - lOh bl - b2 - lOh
0 0,0 0,0 3,2 0,0 0,0 2,3
O,luh 0,0 0,0 3,0 0,0 0,0 2,3
uh 0,0 0,0 1,5 0,4 0,3 0,9
l0uh 0,8 0,4 1,9 0,0 0,2 1,8
Tabel X.1 Procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de benaderingsformules voor u~ 0
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s ~ h s - 3h
a1La2 0- 0,5V a- u a- 3V o- O,SU a- u a- 3u
bl - b2 - 0 bl - b2 - 0
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
-O,luh 0,4 0,0 0,0 1,1 0,2 0,0
-uh 0,0 O,U 0,0 1,6 1,2 0,3
-l0uh 3,5 1,5 2,6 0,0 0,7 0,4
bl - b2 - h bl - b2 - h
0 0,0 0,1 5,0 0,0 1,0 3,2
-O,luh 0,1 0,0 4,8 0,4 3,1 2,4
-yh 0,0 0,0 1,8 0,9 0,6 1,4
-l0uh 2,7 1,1 2,9 0,0 0,6 0,6
bl - b2 - 5h bl - b2 - 5h
0 0,0 0,0 4,9 0,0 0,5 9,7
-O,luh 0,0 0,0 4,8 0,1 0,3 8,5
-uh 0,0 0,0 2,2 0,3 0,2 5,4
-l0uh 1,4 0,6 2,6 0,0 0,3 2,0
bl - b2 - lOh bl - b2 - lOh
0 0,0 0,0 3,2 0,0 0,3 8,5
-O,luh 0,0 0,0 3,0 0,1 0,1 7,6
-uh 0,0 0,0 1,5 0,2 0,1 5,3
-l0uh 0,8 0,4 1,9 0,0 0,2 2,3
Tabel X.2 Prucentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de benaderingsformules voor u~ 0
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o a V o e 3u
b1 -b2~0 bl~ b2-5h bl-b2~0 b1-b2-5h
al s- h s- 3h s s h s a 3h s- h s- 3h s~ h s- 3h
O,luh 0,0 0,3 0,0 0,0 0,0 0,0 4,6 "2,9
uh 0,4 1,9 0,0 0,5 0,7 1,5 2,3 1,3
l0uh 1,3 0,4 0,5 0,3 0,1 0,8 2,5 2,1
a2
O,luh 0,2 0,1 0,0 0,0 0,0 0,0 4,8 3,2
uh 0,1 0,0 0,0 0,0 0,3 0,0 4,7 3,1
l0uh 0,1 0,0 0,0 0,0 5,4 3,4 4,7 3,2
Tabel X.3 Procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de benaderingsformules voor al z a2 - 0
en u ~ 0
Q -u a ~3u
s-h sa 3h s-h s L 3h
bl - b bl ~ 0 bl - b bl a 0 bl ~ b bl ~ 0 bl a b bl - 0
b b2-0 b2s b b2s0 b2~ b b2v0 b2~ b b2-0 b2- b
h 0,0 0,0 0,0 0,0 2,6 3,5 1,1 1,4
5h 0,0 0,0 0,0 0,0 4,2 10,2 2,6 5,2
lOh 0,0 0,0 0,0 0,0 3,1 10,2 2,1 6,1
Tabel X.4 Procentuele afwijkingen van de mínimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de benaderingaformules voor bl - b2 - 0
en u ~ 0
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a1-a2 a s 2 u , s - h a~ 2u, s z 3h o--2u, s- 3h
bl a b2 - 0
0 0,0 0,0 0,0
0,1 uh 0,0 0,5 0,3
uh 0,0 1,2 0,9
IOvh 2,4 2,4 0,6
bl z b2 z h
0 2,4 2,3 1,7
O,luh 1,9 1,5 1,1
uh 0,1 0,2 0,4
l0uh 2,1 2,2 0,3
bl ~ b2 - 5h
0 1,5 1,6 3,1
O,luh 1,1 1,1 2,5
uh 6,0 0,3 0,7
l0uh 1,2 1,4 p,2
bl - b2 - lOh
I
0 0,9 1,0 2,0
O,luh 0,7 0,7 1,7
uh 0,0 0,2 0,5
l0uh 0,8 1,0 0,2
Tabel X.5 Procentuele afwijkingen van de minimaal verwachte kosten per
periode bij toepassing van de benaderingsformules
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SYMBOLENLIJST
In de onderstaande symbolenlijst zijn alleen díe symbolen opgenomen wel-
ke we in meerdere onderdelen (paragrafen of bijlagen) van deze studie
gebruiken. Eerst worden de symbolen vermeld welke in meerdere hoofdstuk-
ken gehanteerd worden. Vervolgena die welke we hoofdzakelijk in een be-
paald hoofdstuk en in de daarbij behorende bijlage gebruiken.
xt : het kassaldo aan het begin van periode t(de toestandsvariabele)
vt : de transactie-omvang aan het begin van periode t(de beslissings-
variabele)
kt : de kassaldoverandering ín periode t
t : de periode-index bij voorwaartse nummering
n : de període-index bíj achterwaartse nummering
f(.) : een dichtheidsfunctie
F(.) : een verdelingsfunctie
E{.} : een verwachtingswaarde
P[.] : de kaas op een bepaalde gebeurtenis
a : een positieve constante
Probleemparameters
h: de kosten van het in voorraad houden per geldeenheid per periode
s: de kosten van tekort per geldeenheid per periode
al : de vaste transactiekosten verbonden aan een kassaldovermeerdering
a2 : de vaste transactiekosten verbonden aan een kassaldovermindering
bl : de proportionele transactiekosten verbonden aan een kassaldover-
meerdering
b2 ; de proportionele transactiekosten verbonden aan een kassaldovermin-
dering
u: de verwachte kassaldoverandering per periode
a: de standaardafwijking van de kassaldoverandering per periode
2~u
Kostenfuncties
T(.) : de transactiekostenfunctie
V(.) : de vooraadkostenfunctie
L(.) : de verwachte voorraadkosten per periode, gegeven het saldo di-
rect na de transactiebeslissing
C : de minimaal verwachte kosten per petiode bij een optimaal beleid
en een plantijdvak met een oneindige horizon
Beleídsparameters
d : de onderste controlegrens
D : het onderste terugkeerpunt
U : het bovenste terugkeerpunt
u : de bovenste controlegrens
U-d : het continueringsgebied
u-U : minimale transactie-omvang bíj een kassaldovermindering
D-d : minimale transactie-omvang bij een kassaldovermeerdering
Hoofstuk 2: De structuur van het optimale beleid
yt : het kassaldo direct na de transactiebeslissing in periode t
a : de disconteringefactor
Hn(.) : de minimaal verwachte gedísconteerde kosten, gegeven het begin-
saldo (.), bij een plantijdvak van n períoden
Gn(.) : de minimaal verwachte gedisconteerde kosten, gegeven het saldo
direct na de transactiebeslissing (.), bij een plantijdvak van n
perioden
v(~) : de optimale transactie-omvang, gegeven het kassaldo aan het be-
gin van periode n
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Hoofdstuk 3: Bepaling van de optimale oplossíng
N : het aantal toestanden in het gediscretiseerde model
X(1) : het kassaldo aan het begin van een periode in het gediscreti-
seerde model (i - 1,2,...,N)
Y(w) : het kassaldo direct na de transactiebeslissíng in het gediscre-
tiseerde model (w - 1,2,...,N)
M : het aantal mogelijke realisaties van de kassaldoverandering
K(R) : de realisatíe van de kassaldoverandering in het gediscretiseerde
model (R - 1,2,...,M)
z : de afstand in geldeenheden tussen twee opeenvolgende toestanden
of tussen twee opeenvolgende mogelijke realisaties van de kas-
saldoveranderíng
e : het grootste absolute verschil tussen de waarden van dezelfde
beleidsparameters in twee opeenvolgende perioden
Cn(.) : de minimaal verwachte kosten per periode, gegeven het begin sal-
do (.), bij een plantijdvak van n perioden
In(.) : de minimaal verwachte kosten gegeven het saldo direct na de
transactiebeslissing (.), bij een plantijdvak van n perioden
Hoofdstuk 5: De voorraadtheoretische benadering
IZw : de netto opbrengst gedurende een periode, indien er gedurende die
periode w transacties plaatsvinden
c: de opbrengst per geldeenheid in kas per tijdseenheid
r: de opbrengst per belegde eenheid per tijdseenheid
i: te betalen rente per geldeenheid tekort per tijdseenheíd
dv : de onderste controlegrens indien bepaald met een voorraadtheoreti-
sche benadering
Dv : het onderste terugkeerpunt indien bepaald met een voorraadtheoreti-
sche benadering
Qv : de minimale transactie-omvang bij een voorraadtheoretische benade-
ring
Cv : de verwachte kosten per periode bij een voorraadtheoretische bena-
dering
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Hoofdstuk 6: De lineaire beslíssinRsregel
K : de aanpassingscoëfficiënt
9 : de normvoorraad
Vx : het verwachte kassaldo aan het begin van een periode
uv : de verwachte transactie-omvang
2ax : de variantie van het kassaldo aan het begin van een periode
aX : de variantie van de transactie-omvang
~(.) : de standaardnormale dichtheidsfunctie
~(.) : de standaardnormale verdelingsfunctie
C~L : de verwachte voorraadkosten per periode bij toepassing van de
lineaire beslissingsregel
CTL : de verwachte transactiekosten per periode
CL : de verwachte kosten per periode
m : het aantal tijdsperíoden waaruit een beslissingsperiode bestaa[
Indien bovenstaande grootheden voorzien zijn van een subscript m hebben
ze betrekking op een beslissingsperiode van m tijdsperioden.
Hoofdstuk 7: Continue controle
dc : de onderste controlegrens bij continue controle
Dc : het onderste terugkeerpunt bij continue controle
Uc : het bovenste terugkeerpunt bij continue controle
Uc : de bovenste controlegrens bij continue controle
k(t,s) : de cumulatíeve kassaldoverandering gedurende [t,s)
x(t) : het kassaldo op tijdstip t
Y : de verwachte kosten per tíjdseenheid bij continue controle
W(.) : een potentiéle kostenfunctie
W'(.) : de eerste afgeleide van de potentiële kos[enfunctie naar de
toestandsvariabele in het punt (.)
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Hoofdstuk 8: Een alternatieve beslissingsregel







periode van m tijdsperioden
: een benadering voor het optimale tijdsinterval tussen twee trans-
acties
: een benadering voor de onderste controlegrens
: een benadering voor het onderste terugkeerpunt
: een benadering voor het bovenste terugkeerpunt
: een benadering voor de bovenste controlegrens
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In financíal as well as in operations research literature a lo[ of at-
tentíon has been paid to the optimal allocation of the available liquid
resources to the existing alternatives given the future net expenses,
the cos[ parameters and the constrciints. The most important retiults from
thls líler~,[ure are díscuss,ed in chapter one emphasizin~ Lhe manner in
which the relevanC variables are mudelled aud solu[ion techniques airc
used. After thís survey we mainly direct our attention tu [he discre[e
stochastic cash balance problem. This problem is defined as the optimal
allocation in time of the available liquid resources to cash and market-
able securities given one credit facility, the holding costs, the trans-
action costs and the probability distributions of the future net ex-
penses.
The cash balance problem is approached in three different ways. Firs[ we
discuss and evaluate the results from the literature. Then we invest-
igate the possibilities for approximating the optimal decisíon r,lla
using results from operatiuns research. Fioally we devclup .tiimple fur-
mulas lor approximating the optimal policy parameters.
A characteristic property of the discrete stochastic cash balance pro-
blem is that the decision maker has three alternatives at his disposal:
a) decreasing the cash balance by buying marketable securitíes;
b) increasing the cash balance by selling marketbale securities;
c) maintaining the cash balance.
A policy is optímal if a transaction is made if the reduction in expec-
ted costs exceeds the transaction costs. The values of the cash balance
at whích the costs of the transaction equal the maximum possible reduc-
tion in expected costs are called the control limits. The values of the
cash balance at which the maximum reduction in the expected costs is
achieved are called the return points. Based on the results from inven-
tory theory in which the optimal polícy can be described completely by
two policy parameters, the reorder poínt and the reorder level, a lot of
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cash balance literature has been concerned with [he condi[ions with
which it ís possible to characterize the optimal policy completely by
four policy parameters: the upper control limit, the upper return point,
the lower return point and the lower control limit. The results of this
research are discussed in chapter two, demonstrating that mathematical
methods are useful for clarifying the problem.
In chapter three we evaluate the available solution procedures Eur
de[ermining the optimal policy and we also calculate the optimal policy,
assuming that in each period the net expenses are independent, identical
and normally distributed. Using three results and some proportionality
properties, it is demonstrated that the optimal policy van be described
completely with the four policy parameters mentioned. However, the com-
putational burden necessary to calculate the optimal policy with the
avaílable me[hods for linear and dynamic programming is s[ill too sub-
stantial for practical purposes. Therefore, using suitable methods from
operations research, the study is directed to the development of deci-
sion rules with simply to calculate policy parameters. The methods
chosen are discussed in chapter four, and the extensions and applica-
tions in chapter five, six and seven.
In chapter five the available approximations from inventory theory are
investigated. It appears that after an adjustment [he method developed
by Wagner, 0'Hagan and Lundh (1965) for approximating the optimal policy
parameters of the inventory problem is also useful for the cash balance
problem if particular conditions to the problem parameters are met.
In chapter six, [he linear decision rule for a non-quadratic criterion
function developed by Schneeweiss (1977), which is a good alternative if
there are only proportional transaction costs and expected net expenses
are zero, is díscussed and extended in such a manner that fairly good
results will be obtained if expected net expenses are unequal to zero
and there are fixed and~or proportional transaction cos[s.
Constantinídes (1976) derived closed from expressions fur the optimal
policy parameters of [he con[inuous cash balance problem under particu-
lar conditions to the problem parameters. In chapter seven we show that
it is possible to derive closed from expressions for the optimal policy
parameters for all the relevant problem parameters if control is conti-
nuous and expected net expenses are equal to zero. Moreover, it is shown
that the resulting policy parameters are useful for approximating the
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optimal policy parameters of the discrete cash balance problem.
However, the method used in chapter seven is not suitable if expected
net expenses are not zero. Therefore, we develop approximations for the
optimal policy parameters when expected net expenses are not zero in
chapter eight.
For these developments we use the relations between the optimal policy
parameters and the problem parameters obtained in chapter three and the
results form the chapters fiVe, Six 8nd seven. In chapter eight we also
show that if the developed approximatíons are used the expected costs
per period will in most cases hardly differ from the minimal expected
costs íf the optimal policy parameters are used.
STELLINGEN
behorend bij het proefschrift van P. Slangen:
'Strategische Liquiditeitsmodellen'.
1. Ue optimale beleidsparameters van het strategísche liquiditeitspro-
bleem zijn op een complexe wijze afhankelijk van de probleemparame-
ters. Toch is het mogelijk om eenvoudig berekenbare benaderingsformu-
les voor de beleidsparameters te construeren, die bij toepassing tot
nauweLijks hoy;ere verwachte kosten Leiden dan de optimale belPidspa-
rameters.
2. De door Inderfurth (1977, blz. 85) genoemde noodzakelijke voorwaarde,
waaraan de optimale beleidsparameters van de lineaire beslissingsre-
gel moeten voldoen, is onvolledig (Inderfurth, K., 1977, Zur Gute
Linearen Entscheidungsregln in Produktions-Lagerkaltungs-Modellen).
3. De door Frenkel en Jovanovíc ontworpen benaderingsformule voor de
optimale transactie- en vourrangsvraag naar geld voldoet niet aan de
noodzakelíjke proportionaliteitseigenschappen en dient daarom gecor-
rigeerd te worden (Frenkel, J.A. en B. Jovanovic, 1980, On transac-
tíons and precautionary demand for money, Ouarterly Journal of Econo-
mics 95, 25-43).
4. Bij de cons[ructie van financiële planningsmodellen wordt vaak voor-
gesteld om te werken met perioden van ongelijke lengte. Het is niet
voor de hand liggend dat dit voorstel meer problemen oplost dan op-
roept.
5. Ue mobelijkheden die door de theorie van de "non synergistic conglo-
merate merger" geboden worden voor het evalueren van investeringspro-
jecten, krijgen onvoldoende aandacht in de financiële líteratuur.
6. Met de huidige te grote concentratie in de fínanciële literatuur op
een beperkt aantal problemen is noch de theorie noch de praktijk ge-
diend.
7. De term "voorwaardelijke financiering" suggereert ten onrech[e dat
aan de financiering van andere vormen van wetenschappelijk onderzoek
geen duidelijke voorwaarden gesteld worden.
8. Door het niet opnemen van het vak bedrijfseconometrie in de rompfa-
cuiteit van de studierichting der econometrie sluit het discipline-
advies economie, econometrie en actuariële wetenschappen onvoldoende
aan bij de maatschappelijke ontwikkelingen.
9. Appendices dienen niet verwijderd doch gelezen te worden.
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